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CAPITULO 2. O SISTEMA DE NUMEROS NATURAIS

SUMARIO
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[2. Adicao e multiplicacao| 2

Intuitivamente, os niimeros naturais sao: 0, o que vem a seguir de 0 chamado 1, depois de 1
a seguir ¢ 2, ...e assim por diante ...
Formalmente, o conjunto de niimeros naturais é definido pelos axiomas de Peano.

1. AXIoMAS DE PEANO

Um conjunto N, junto com uma funcdo s: N — N (chamada sucessor) representa um sistema
de nimeros naturais se as seguintes propriedades (axiomas) sao satisfeitas:

P1. Existe um unico elemento, denotado por 0, que nao é o sucessor de nenhum outro

elemento, ou seja,

s(n) #0 para todo n €N,
e para todo m # 0 existe n € N tal que s(n) = m.

P2. s ¢ injetiva, ou seja, se s(m) = s(n) entdo m = n. Em outras palavras, dois nimeros

que tém o mesmo sucessor sao iguais.
P3. (Principio da indugéo) Se X C N é um subconjunto tal que:

m0e X,

= se para todo n € X tem-se também que s(n) € X
entao X = N.

Lema 1.1. Para todo n € N, s(n) # n, ou seja, todo nimero natural € diferente do seu
SUCesSor.

Demonstragao. Seja
X ={neN:s(n)#n}.
= ) € X ji que 0 ndo é o sucessor de nenhum nimero, e em particular, s(0) # 0.
= Suponha que n € X, ou seja, s(n) # n.
Como S é injetiva, segue que

s(s(n)) # s(n),
portanto s(n) € X.
Pelo principio da indugao, X = N, ou seja, s(n) # n para todo n € N, d

Observagao 1.1. O principio da inducao pode ser enunciado da seguinte maneira equivalente.
Seja P(n) uma propriedade que se refere aos nimeros naturais. Suponha que as seguintes
afirmacoes sejam validas:

= Base de indugao (ou 1° passo)
P(0) é verdadeira
» Passo indutivo
Suponha que P(n) seja verdadeira (hipdtese de indugao).
A partir dessa hipdtese, prova-se que P(s(n)) seja verdadeira.
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Entao pelo principio da indugao, P(n) é verdadeira para todo n € N.
De fato, se definimos
X ={n € N: P(n) é verdadeira},
tem-se:

e X
= Se n € X entdo s(n) € X.

Logo, pelo principio da inducao, X = N, ou seja, P(n) é verdadeira para todo n € N.
Exemplo 1.2. Prove que se x # 1,

n+l 1
l4+z+ - +a"=——= VYneN.
x—1
Ou seja, prove que a propriedade/férmula P(n):
n n+l _ 1
St
x—1
k=0

vale para todo n € N.

Demonstra¢ao. Usamos o principio da indugao.
m 1° passo, ou seja, o caso n = 0.

A propriedade P(0) significa 1 = I—_l, que é claramente vélida se = # 1.
m —_—
» Passo indutivo.
Suponha que P(n) valha, ou seja
xn-i—l -1

n

E e —
z—1

k=0

Vamos provar que P(n + 1) vale também. Tem-se

n+1 n
I S
k=0 k=0
SCn+1 -1
=——71 + 2™ (pela hipétese indutiva)
.I' —
"t =1 gt (- 1)
oz —1 z—1

xn+1 — 1+ xn+2 _ xn-&-l

r—1
xn+2 -1
xr—1"
provando que P(n + 1) é valida.
Pelo principio da indugéo, a férmula P(n) vale para todo n € N. O

2. ADICAO E MULTIPLICAGAO

Dado um ntumero natural m, definimos a soma m + 0 como sendo m, a soma m + 1 como
sendo o sucessor s(m) de m, a soma m + 2 como sendo o sucessor de m + 1 e assim por diante.
Formalmente, a adicao por n é definida por indugao.

Definigao 2.1. Seja m € N. Entao
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mm+0=m.
= Se m + n foi definido, entdo m + s(n) = s(m + n).

Observe que m+1 = m+s(0) = s(m), isto é, m+1 é o sucessor de m. Entdo em argumentos
por indugao, em geral escreveremos m + 1 em vez de s(m).

A adigao de niimeros naturais satisfaz as seguintes propriedades.
Proposicao 2.1. Sejam m,p,n € N.

(i) (associatividade) (m +p)+n=m+ (p+n).
(ii) (comutatividade) m +n =n +m.
(111) Se m +n =p-+n entdo m = p.

Demonstragao. Vamos provar (i) e (iii). O item (ii) é exercicio.
(i) Fixemos m,p € N e provemos a seguinte propriedade para todo n € N.
P(n): (m+p)+n=m+ (p+n).
Usamos inducao matematica.
= Base da inducdo: seja n = 0. Entao (m +p)+0=m+p=m+ (p+0), logo P(0) vale.
= Passo de indugao: suponha que P(n) seja verdadeiro, isto é,
(m+p)+n=m+ (p+n).
Vamos provar P(s(n)). De fato,

(m+p)+s(n) =s((m+p)+n) (pela defini¢do da adigao)
=s(m+ (p+mn)) (pela hipétese de indugao)
=m+s(p+n) (pela defini¢do da adigao)
=m+ (p+s(n)) (de novo pela definigao da adigao)

o que estabelece P(s(n)).
Pelo principio da inducao, (m + p) +n =m + (p + n) vale para todo n € N.

(iii) Fixamos m,p € N e vamos provar por indu¢ao em n € N que

se m +n = p-+n entao m = p.
m Base de inducao: n = 0.
Se m + 0 = p + 0 entao claramente m = p.
m Passo de inducao: suponha a afirmacao verdadeira para n € N, ou seja,

se m+n = p-+n entao m = p.
Vamos provar a afirmagao para s(n). De fato, se

m+ s(n) =p+ s(n),

entao pela defini¢ao da adigao tem-se s(m +n) = s(p + n).
Mas como a funcao sucessao é injetiva, segue que
m +n = p+n, e pela hipétese de inducao concluimos que m = p.
Pelo principio de indugao, a conclusao segue. O

Seja m um numero natural. Definimos m-0 =0, m-1=m, m-2=m+m, m-3=m+m-+m
e etc. Formalmente, a multiplicagao de niimeros naturais ¢ definida por indugao como seguinte.
Definicao 2.2. Seja m € N. Entao,

mm-0=0
= Se m - n jé foi definido entao definimos m - s(n) =m -n +m.

pagina 3



MAT 1605/2614 Introducao a Analise 2025.2

Como s(n) =n+1, temos que m- (n+1) =m-n+m.
Em particular, m-1=m-0+m=04+m=m, m-2=m-1+m = m+ m e etc., como
intuitivamente esperado.
A multiplicagdo de nimeros naturais satisfaz as seguintes propriedades.
Proposicao 2.2. Sejam m,p,n € N.
(i) (distributividade) m - (p+n)=m-p+m-n
(ii) (associatividade) m - (p-n) = (m-p)-n
(#ii) (comutatividade) m-n =mn-m
(iv) Sem-p=mn-pep#0 entio m =n.

Demonstracdao. Vamos provar a distributividade e deixar as outras propriedades como exercicios.

(i) Fixamos m,p € N e vamos provar por indugao que Vn € N,

m-(p+n)=m-p+m-n.
» Base de inducao: n = 0. Temos

m-(p+0)=m-p=m-p+m-0.

» Passo de inducao: suponha que

m-(p+n)=m-p+m-n.
Vamos provar a mesma propriedade para s(n). De fato,

m - (p+s(n)) =m-s(p+n)
=m-(p+n)+m
=(m-p+m-n)+m
=m-p+ (m-n+m)
=m-p+m-s(n).

Pelo principio da indugao, a distributividade vale para todo n € N. O

Observagao 2.1. Pelo principio da indugao, dada uma propriedade P(n) que se refere aos
nimeros naturais, para provar que ela seja verdadeira para todo n > mng basta provar as
seguintes afirmacoes:

1) Base de inducao. P(ng) é verdadeira.

2) Passo indutivo. Suponha que P(n) seja verdadeira para algum n > ny. Entao P(s(n)) é
verdadeira.

De fato, podemos definir o conjunto
X ={m e N: P(nyg+m) é verdadeira}.
Temos que:

» 0 € X jd que P(ng) é verdadeira (pela base de indugao).
= Se m € X, ent@o para n := ng + m temos que P(n) = P(ng+ m) é verdadeira. Entao,
pelo passo indutivo, P(n + 1) = P(ng + m + 1) é verdadeira, ou seja, m + 1 € X.

Logo, X = N, ou seja, P(n) é verdadeira para todo n > ny.

Exemplo 2.1. Para todo n > 1,

n-(n+1).

1424+ ... +n= 5
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Na verdade deveriamos escrever a férmula acima como
2-(14+2+...+n)=n-(n+1),
ja que ainda nao definimos fragoes.

Demonstracao. Base de indugao: comecamos com n = 1. A férmula se torna 2-1 =1-2 que
evidentemente vale.
Passo de inducgao: suponha que

2-(1+2+...4+n)=n-(n+1)

e vamos provar o mesmo para n + 1. De fato,

2-1+42+..+n+(n+1)=2-14+24+..4n)+2-(n+1)
=n-(n+1)+2-(n+1) (pela hipétese de indugao)
=n+2)-n+1)=(Mn+1)-(n+2).

Pelo principio da indugao, a férmula vale para todo n > 1. U
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