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1. O CONJUNTO DE NUMEROS RACIONAIS

Numeros racionais sao intuitivamente quocientes de numeros inteiros =, onde m,n € Z e

n # 0.

Observe que Os quocientes %, %, :—g etc representam o mesmo numero racional.
Vamos formalizar este conceito.

Primeiro, dado um conjunto X e uma relagao de equivaléncia ~ em X, se x € X denotamos
por

[z]={y e X :y ~z}
o conjunto de todos os elementos de X equivalentes a x, ou seja, a classe de equivaléncia de x.

Observe que todo elemento de X pertence a sua propria classe de equivaléncia:
x ~x, entao x € [x]

Além disso, se x ~ y entdo y ~ x e [x] = [y].
Denotamos por X/ ~ o conjunto de todas as classes de equivaléncia (o conjunto quociente),
ou seja,

X/ ~={[z]: z € X}.
No produto cartesiano
Zx 7" ={(m,n):m,n € Z,n # 0},

definimos a relagao
(m,n) ~ (m',n')ysem-n"=n-m'
Por exemplo:
(2,3) ~ (4,6) porque 2 x 6 =3 x 4
(4,6) ~ (—6,—9) porque 4 x (—9) =6 x (—6).

Acontece que ~ é uma relacao de equivaléncia em Z x Z*.
Denotamos o conjunto de classes de equivaléncia

7 X 7"/ ~ por Q,
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e o chamamos do conjunto dos niimeros racionais.

Denotamos a classe de equivaléncia [(m,n)] € Z x Z* por ™.
Assim, um nimero racional é uma relacao de equivaléncia de pares de niimeros inteiros (m, n)
que sao propositionorcionais.

Exemplo 1.1. % = % porque 2 X 6 = 3 x 4.
Similarmente, § = =0 porque 4 x (—9) = 6 x (—6).
Definimos as operagoes algébricas entre niimeros racionais como seguinte.
= Adigao.
@+]3c1_efm-q+n~p
n q n-q '
A adigao é bem definida, no sentido que se (m,n) ~ (m/,n’) e (p,q) ~ (', ¢)

entao
(m-q+n-pn-q) ~(m-q¢+n-p,n"-q).

= Multiplicagao.
m p  m-p
n q

A multiplica¢do é bem definida, no sentido que se (m,n) ~ (m/,n’) e (p,q) ~ (¢',¢’) entdo

(m-p,n-q)~m-p,n-q).

De fato,

(m,n) ~(m' ,n')=m-n"=n-m

P~ d)=p-d=q- ¢

Multiplicando as duas identidades acima, tem-se
(m-n')-(p-q)=(n-n) (q-p)

Usando as propositionriedades basicas das operagoes com nimeros inteiros, concluimos que
(m-p)-(n"-q)=(n-q)-(np),

mostrando que (m-p,n-q) ~ (m' -p',n" - ¢).
A adigao e multiplicagado de niimeros racionais satisfazem as propositionriedades conhecidas

(comutatividade, associatividade, elemento neutro e inverso, distributividade), entdo Q é um
coTpo.

Além disso, definimos
>0sem-n >0,

s[3

m m
— < P se g_ > 0.
n-—q q n
Entao “<” é uma relagdo de ordem total em Q compativel com as operacoes algébricas,

tornando Q um corpo ordenado.

Lema 1.2. Q ¢ um conjunto enumerdvel infinito.
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Demonstracao. Como Z e 7Z* sao enumeraveis, o produto cartesiano Z x Z* também é enu-
meravel.

Dado um numero racional r, seja ™ sua representagao como quociente tal que n >0 e m, n
nao téem nenhum divisor em comum.

Por exemplo, para o niimero —% escolhemos a representacao

=3
5 -

A fungao f: Q — Z x Z* dada por f(r) = (m,n), onde ™ é a representacao de r descrita
acima, é claramente injetiva.

Como Z x 7 é enumeravel, por um teorema anterior, (Q também é. U

2. CORPOS
Um conjunto nao vazio K, munido de duas operacoes binarias + e -, chamadas de adicao e
multiplica¢do, é um corpo se as seguintes propositionriedades (ou axiomas) sao satisfeitas:

Axiomas da adicao:

1) Associatividade: para todo z,y,z € K,
(r+y)+z=z+(y+2)

2) Comutatividade: para todo =,y € K,
rT+y=y+zx

3) Elemento neutro: existe um elemento 0 € K tal que

r+0=2x paratodor e K

4) Elemento inverso (ou simétrico): para todo z € K existe um elemento —z € K tal que
z+(—2)=0
Axiomas da multiplicacao:

5) Associatividade: para todo x,y,z € K,
(z-y)-z=x-(y-2).

6) Comutatividade: para todo =,y € K,

:E'y:y"r-

7) Elemento neutro: existe um elemento 1 € K tal que

r-1=x paratodox € K.

8) Inverso multiplicativo: para todo z € K existe um elemento 2! € K tal que

r-x b =1.

9) Axioma da distributividade: para todo z,y,z € K,
r-(y+z2)=z-y+a-z

Observagao. Os elementos neutros para adi¢cao e multiplicacao sao tnicos.
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De fato, se t +0 =z e x + 0/ = z para todo = € K, entao
0+0=0

0+0=0
Mas 0"+ 0 =0+ 0, logo 0" = 0.
Similarmente para multiplicacao.

Observacgao. = -0 = 0 para todo =z € K.
De fato, 0 + 0 = 0, entao para todo z € K,

z-(0+0)=2x-0
logo
z-04+2-0=2-0
Somando —z - 0 nos dois lados,
(—z-04+2-0)+2-0=—2-04+2-0
=04+2-0=0
=2-0=0

Observagao. O inverso aditivo e multiplicativo sao tnicos.

De fato, se t +y =0e z + z = 0, entao
2+ (x+y) =2+0

= (z+2)+y==2

= (r+z2)+y==z

=>0+y==z

=y =z

Similarmente para produto.

Observagao. Se x -y =0 entao x =0 ou y = 0.

De fato, se  # 0, entdo = tem um inverso multiplicativo 2=*. Logo
roy=0=z"' (z-y)=2"1-0

= (z7'x)-y=0

=1-y=0

=y=0

Observagao. Se 1 = 0 entao = 0 para todo = € K, ou seja, K = {0}.
De fato, se € K entao

A partir de agora vamos sempre supor que 1 # 0.
Exemplo: Q é um corpo. Deixamos a verificagao dos axiomas como exercicio.

Exemplo: Seja Zy; = {0,1}, munido da soma e do produto médulo 2. Mais precisamente,
as tabelas de adicao e multiplicacao de elementos em Z, sao:

+10 1 10 1
0 0
01
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Entao Zs é um corpo, onde 0 é o elemento neutro para 4+ e 1 é o elemento neutro para -
(exercicio).

Exemplo: Seja Z3 = {0, 1,2} com a adi¢ao e multiplicacdo médulo 3. Por exemplo,

1+2=3mod3 =0,

24+2=4mod 3 =1,

2.

Entao Zs é um corpo.

Exemplo. O conjunto Z4 = {0, 1,2, 3}, munido da soma e do produto médulo 4 ndo é um
Corpo.

De fato, 2-2 =4 mod 4 = 0.

Num corpo K qualquer, se x -y = 0 entao x =0 ou y = 0.

Como 2 # 0, Z4 nao pode ser um corpo.

Exercicio. Mostre que dadon € N, n > 2, Z,, = {0,1,...,n — 1}, munido das operagoes
algébricas modulo n é um corpo se, e somente se, n é um nimero primo.

Observacgao. Seja K um corpo. Se x € K tem-se
x4+ (—z) =0,

entao o inverso aditivo de —x é x, ou seja,

Além disso,

logo
(=1)-z=—x
Em particular,
(1) (1) = ~(-1) =1
Ademais,

(—z) - (=z) = ((=1) - 2) - ((=1) - 2)
=(-1)-(-1)-x-x
=1-2% =2

logo
(—2)* = 2%,

def
onde 22 = ¢ - z.
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3. CORPOS ORDENADOS

Um corpo ordenado é um corpo K que contém um subconjunto P C K com as seguintes
propositionriedades:
(1) Sex,ye Pentaoz+y € Pex-y € P.
(2) Dado x € K, tem-se x € Pou —z € P. Sex € Pe —x € P entao x = 0.
O conjunto P se chama o subconjunto de elementos nao-negativos de K. Ele determina uma
relacao de ordem como segue:
r<y se y—xeP.

Em particular, isto significa
x>0 se x=x—-0€P,
r<0 se —x=0—z€P.
Proposicao 3.1. A relacio “<” definida acima é uma relagao de ordem total em K, compativel
com as operagoes algébricas. Ou seja,
(i) v < x.
(ii) Se x <y ey <z entio x =y.
(i1i) Sex <y ey < z entio v < z.
(iv) Se x <y entao x+ 2 <y+ 2.
(v) Sex<yez>0entaoxr -z2<y-z.
(vi) Para todo x,y € K, tem-se x <y ouy < x.

Demonstracao. (i) x —x =0e 0 € P entao z € z.

Temos que 0 € P porque para todo z € K, x € Pou —z € P. Mas —0 = 0, entao 0 € P.
(ii) Sez <yentdoy —z € P

Sey<zentaoxr —y € P

Mas (x —y)+ (y—2) =2+ (-y)+y+(—2)=2+0+(—2) =0

entdo y —x = —(r — y)

Logo,z —y€Pe —(x—y)=y—x €P,oqueimplicaz —y =0, e dai, v = y.
(iii) Exercicio.
(iv) Temos que

(y+2)—(z+z2)=y+z—cv—z=y—=x

Comoz <y,y—x>0,entdo x + 2z <y + 2.
(v) Exercicio.
(vi) Sejam z,y € K e seja

Entao a € P ou —a € P.

Sea=x—y € Pentao y < z.

Se —a=—(r—y)=—x+y=y—x € Pentiaoz <y.

Logo, y < xoux <y. U

Proposicao 3.2. Seja K um corpo ordenado. Para todo x € K tem-se
2 > 0.
Além disso, se x° = 0 entdo x = 0.
Em particular, 1 > 0.
Demonstracao. Seja x € K. Entao x > 0 ou —x > 0.

mSexz>0entaoz?=z-2>0.
» Se —z > 0 entdao 2? = (—x) - (—x) > 0.
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Logo z? > 0 para todo x € K.
J4 sabemos quese 22 = z-2 = 0entdaoz = 0. Como1#0,1=1-1=12>0,logo 1 > 0. O

Exemplo 3.1. Q é um corpo ordenado.

Exemplo 3.2. Z, nao possui nenhuma relagao de ordem compativel com as operacoes algébricas,
ou seja, nao é um corpo ordenado.

De fato, num corpo ordenado, 1 > 0. Logo, pela compatibilidade da ordem com a adicao,
1+1>1+40, entao em Zs, 0 > 1, contradicao.

Observagao 3.1. Sex,y >0ex+y=0,entao x =0e y = 0.
De fato, se t +y =0entao y = —x. Comoxz >0e —z =y > 0, tem-se x = 0 e dai, y = 0.

Definicao 3.1. Dado x € K, para n € N definimos n - = por inducao:
0-2=0
m+l)-z=n-x+z
Informalmente, se n > 1,
n-r=x+..+
——

n vezes

Similarmente, se x # 0, n € N, definimos " por inducao:

=1
2=
Informalmente, se n > 1,
=x-...-x
——

n vezes

Se x =0, 0" =0 para todo n > 1.

Podemos estender as defini¢bes acima para nimeros inteiros negativos. Sen € Ne x € K,

(—n) -z ©

(onde —nzx é o inverso aditivo de nz).
Similarmente, paran € Ne z € K, x # 0,

" d:ef (mn)—l
(onde (z™)~! é o inverso multiplicativo de z).

Observagao 3.2. Seja K um corpo ordenado. Como 0 < 1 onde neste contexto, 0 é o elemento
neutro da adicao e 1 é o elemento neutro da multiplicagao, temos que:
0+1<1+1,entaol <2-1
1+41<2-1+1,enta02-1<3-1
e etc., por indugao,

0<1<2-1<3-1<---<n-1<(n+1)-1<---

Considere a funcao f: N — K,
f(n)=n-1.
Entao claramente f é injetiva: se n < m entdaon-1 < m-1, ou seja, f(n) < f(m).
Além disso,
fln+1)=Mn+1)-1=n-1+1=f(n)+1,
ou seja, o sucessor de n em N corresponde, via f, a f(n) + 1 em K.

pagina 7



MAT 1605/2614 Introducao a Analise 2025.2

Em outras palavras, o conjunto
N=f(N={n-1:neN}C K
¢ uma copia em K do conjunto de nimeros naturais N, com uma funcao sucessor
s(n-1)=n-1+1.
Portanto, podemos identificar o conjunto N com sua copia em K, e pensar, a partir de agora,

em N como subconjunto de K, onde n =n - 1.
Além disso, identificando —n € Z com (—n) -1 = —n-1 € K, temos que

Z C K.

/()

n
é bem definida, injetiva e preserva as operagoes algébricas e de ordem.

Ademais, a funcao f: Q — K,

» Ser bem definida significa o seguinte:
m
se — _P entiom -nt=p-q!
n.q
De fato,
m _p
_ = :> m - q =n - p
noq
jm.q.qilzn.p.qf
1

1

= m=n"n: p . qi
:>m'n*1:n*1-n-p~q*1
=m-n" :p-q_l.
m Preservar a adicao significa: a imagem pela funcao f de uma soma de niimeros racionais é
a soma das suas imagens, ou seja,

(e =G ()
()= ()

» Finalmente, preservar a relagao de ordem significa: qualquer desigualdade em Q, via f leva
a mesma em K, ou seja, Se ™ < 2 entao f(2) < f(2).
n q n q
Deixamos a verificacao dessas afirmagoes como exercicios.
Em conclusao, o conjunto

C=-1@={f(>): " eq}

n
={m-n"':m,n € Zn#0}

é uma cépia (ou uma imagem espelhada) de Q em K, no sentido de que o conjunto Q' esta em
bijecao com @Q, uma bijecao que preserva a estrutura algébrica e de ordem.

Similarmente para produto,

Portanto, podemos identificar Q e Q', ou seja, = = m - n~!, e a partir de agora pensamos

em Q como um subconjunto de K.
Em conclusao, se K é um corpo ordenado, entao

QCK.
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Teorema 3.3. (a desigualdade de Bernoulli) Seja K um corpo ordenado. Entdo para todo
xr € K comx > —1, e para todo n € N,

(14+2)">1+nx.
Demonstracao. Usamos inducao em n.

mn =0. Neste caso, (1+z)°=1el+0-2=1+0=1.
Como 1 > 1, a desigualdade vale.
mn —n+ 1. Temos que
(I+z)""'=1+2)" (1+x)
> (14+nz)-(1+x) (pela hipétese indutiva)
=1+nz + 2+ na’
=1+ (n+ 1)z + na’
>1+ (n+ 1),

porque nz? > 0.
Pelo principio da indugao, a desigualdade de Bernoulli vale para todo n € N. [l

4. INTERVALOS

Seja K um corpo ordenado. Dados a,b € K, definimos os intervalos limitados (fechados,
semi-fechados, abertos):

[a,b) ={z € K:a <z <b}
la,0) ={r € K :a<x<b}
(a,b] ={r e K:a<xz<b}
(a,b) ={x € K:a <z <b}.

Além disso, para a € K, definimos os intervalos ilimitados:

={reK:x>a}
(a,00) ={xr € K:2>a}
(—o0,a]l={r e K:z<a}
(—o0,a) ={r e K :z <a}.

Observe que a intersecao de dois intervalos é sempre um intervalo.
Além disso, se I é um intervalo qualquer e x,y € I com = < y, entao para todo z € K com

r < z<ytem-se z € I.

la, 00

Em particular, como

x 4+
x<—y<y,

tem-se x—;y cl.

Na verdade, a propriedade acima caracteriza intervalos: se I é um subconjunto de K tal que:

ryelex<z<y = zel

entao I é um intervalo.
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4.1. O valor absoluto. Seja K um corpo ordenado. Dado x € K, definimos seu valor absoluto
(ou médulo) como sendo

x sex >0
|| =
—x sex <0.
Por exemplo, |7| =7,jAque 7>0e | -7 = —(=7) =7, j4d que —7 < 0.
Claramente,

|z| > 0 para todo x € K
e se x| = 0 entao z = 0.
Além disso,
|z| = max{x, —x}.
Isto vale porque |z| = x ou —z, dependendo de qual é ndo-negativo, entdo de qual é maior.
Em particular,
r<|z| e —x < |z,
logo,
—|z] <z <.
Observe também (exercicio) que
|-y =[] - [yl
Lema 4.1. Seja a € K, a > 0. Entao
|z| < a ssex € [—a,al.
Similarmente,
|z| < a ssex € (—a,a).
Demonstracao. Como |z| = max{x, —x}, temos que

lz] <a sse x<ae—x<a.

Mas
—r<a <<= —a<ux.
Logo,
lz] <asser<ae —a<ux,
ou seja, sse T € [—a,al. O

Como consequeéncia deste lema, note que dados c € K e r > 0,
|t —c|<r < xze€(c—r,c+r).
De fato,
lt—c|<r <= —r<z—c<r
< —r+cec<z<r+c
< z€(c—rc+r).

Teorema 4.2 (Desigualdade triangular). Seja K um corpo ordenado. Para todo x,y € K
tem-se
|z +y| < |z| =+ [yl.
Demonstra¢ao. Consideremos dois casos: © +y > 0oux+y < 0.
» Se x +y > 0 entao |z + y| = z +y. Como vimos, z < |z] e y < |y|. Logo,

lz+yl=a+y < |z|+ |yl
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® Se x +y < 0 entao
[z +yl=—(z+y)=—z+(-y)
Como vimos, —z < |z| e —y < |y|. Logo,

lz+yl=—x+ (—y) < |z|+ [y

0
Corolario 4.3. Para todo x,y € K,
|| = lyll < |z —yl.

Demonstracao. Escrevemos

x = (z —y) + vy, e pela desigualdade triangular aplicada a (z —y) e v,

[ = |(z —y) +y| < |z —y[+[y]

= o] =yl < |z —yl.

Similarmente, y = (y — z) + «

=yl =y —z) + 2| < |y — 2 + ||

= [yl =l <y — 2] = o —yl.

Como

||zl = Jyll = || = ly| ou [|z| = [yl| = [y| — |=[,

a conclusao segue. 0

5. CORPOS ARQUIMEDIANOS

O corpo de nimeros racionais Q possui a seguinte propriedade: para todo r € QQ existe n € N
tal que

n>r.

De fato, se r < 0 entao 1 > r, enquanto se r > 0,

m
r=— com m,n > 1.
n
Neste caso, claramente
n
n>—=r.
m

Mais geralmente, temos a seguinte definicao.

Definicao 5.1. Um corpo ordenado K se chama arquimediano se para todo z € K existe
n € N tal que

n > x.
Portanto QQ é arquimediano.

Lema 5.1. Se K € um corpo arquimediano entao para todo a,b € K com a,b > 0 existe n € N
tal que

n-a>b.

Em outras palavras, dados a > 0 possivelmente muito pequeno, e b possivelmente muito
grande, existe um inteiro n suficientemente grande que

a+t..+a=na>b.
—_——

n vezes
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Demonstracao. Seja x =b-a~t. Como K ¢ arquimediano, existe n € N tal que
n>x

=n>b-a "
=na>b-a'l-a

= na > b.

6. OS NUMEROS RACIONAIS NAO SAO SUFICIENTES

Pelo teorema de Pitdgoras, o comprimento x da diagonal de um quadrado com lados de
comprimento 1 satisfaz a equacao
22 =12 412,
ou seja,
2 =2

Proposicao 6.1. Nao existe nenhum nimero racional x tal que x? = 2.

Demonstracao. Suponha por contradicao que exista um nimero racional z tal que 2% = 2.
Representemos x como um quociente ™ completamente reduzido, isto ¢, tal que m,n nao

tenham nenhum divisor comum. Entao

2
(2 =
n

m
n
= m? = 2n%
C 2n? é ] 2 bém é 1 d fi { a
omo 2n? é um numero par, m* também é par, logo m deve ser par (se m fosse impar, entao
m? = m - m seria {mpar também).
Entao existe k € Z tal que

m = 2k
= m? = 4k>.
Mas m? = 2n?, entao
4k* = 2n?
= 2k% = n?
= n? é par
= n é par.

Portanto m e n sao ambos ntiimeros pares, entao sao divisiveis por 2, uma contradicao com
o fato de nao terem nenhum divisor comun. 0

Isso mostra que o conjunto de niimeros racionais nao ¢é suficiente nem para medir quantidades
fisicas simples, como a diagonal de um quadrado (ou a area de um circulo e etc.). Portanto
precisamos ampliar significativamente esse conjunto, ou seja, considerar o conjunto dos niimeros
reais.
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