MAT 1605/2614 Introducao a Analise 2025.2

CAPITULO 4. NUMEROS REAIS

Intuitivamente, um ntimero real é uma sequéncia infinita de digitos, por exemplo
1,414213562737...

que representa \/§,
ou
3,141592653...

que representa T,
ou
2,71828...

que representa o nuimero e, e etc.
Os racionais sao incluidos, por exemplo

1
5 = 0,5000...
1

5= 1333

Vamos definir R, o conjunto de niimeros reais, de uma maneira abstrata, como um corpo
ordenado completo.
Lembre-se que todo corpo ordenado contém QQ como subconjunto, entao

QCR.

Definicao 0.1. Um corpo ordenado K se chama completo se todo subconjunto limitado supe-
riormente possui um supremo.

Proposicao 0.1. Num corpo ordenado completo todo conjunto limitado inferiormente possui
infimo.

Demonstracao. Sejam K um corpo ordenado completo e X C K um subconjunto limitado
inferiormente, isto é, seja b € K tal que
b < x para todo x € X.
Entao o conjunto
—X={-r:2€ K}
¢ limitado superiormente por —b, ja que
—x < —b para todo z € X.
Como K é completo, existe sup(—X). Seja
b:= —sup(—X), entdao sup(—X) = —b
Vamos mostrar que b é o infimo de X. De fato, como
—r<-—-b VrelX,

tem-se
b<x VrelX,

logo b é uma cota inferior de X.
Se ¢ € K é qualquer cota inferior de X, entao

c < x para todo x € X
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= —xr < —c para todo r € X
= —c ¢ cota superior de — X
= —c > —b,
ja que —b, como supremo de —X, é a menor cota superior de —X.
Entao ¢ < b, portanto b é a maior cota inferior de X, ou seja, b = inf X. O

Proposicao 0.2. Todo corpo ordenado completo K ¢é arquimediano, isto €, para todo v € K
existe n € N tal que n > x.

Demonstrac¢ao. Suponha por contradicao que exista x € K tal que n < x para todo n € N.
Entao N ¢ limitado superiormente por este elemento x.

Como K é completo, existe o supremo de N, seja ele b.

Como b — 1 < b, segue que b — 1 nao é uma cota superior de N, entao existe k € N tal que

k>b—1.

Logo k+1 € Ne k+1 > b, contradicao com o fato de b ser o supremo, entao uma cota
superior de N. O

Acontece que existe um corpo completo ordenado. Além disso, se K e K’ sao dois corpos
ordenados completos, entao existe uma bijecao f: K — K’ que preserva a estrutura algébrica
e de ordem, no sentido que para todo z,y € K,

fl@+y) = f(z)+ fy)
fx-y)=fz)- fy)
sex <y entao f(z) < f(y).

Portanto K’ é uma cépia (ou imagem espelhada) de K, em outras palavras, podemos iden-
tificar K’ com K.

Em conclusao (via esta identificacdo) existe um tnico corpo ordenado completo, denotado
por R e chamado de corpo dos ntimeros reais.

Portanto R é arquimediano e Q C R.

Proposicao: Existe um tnico nimero b € R, com b > 0, tal que b* = 2.

Chamamos este tinico ntimero de /2.

Demonstragao. Seja
A={rcR:z>0e2” <2}
Entao A é claramente limitado superiormente porque se ¢ > 2 (por exemplo se ¢ = 2) entao
2> z? paratodoxr € A
= ¢ >z para todo r € A
= ¢ é uma cota superior de A.
Como R é completo, A possui um supremo. Seja b = sup A.

Vamos mostrar que b? = 2.

m Se b? < 2 entao existe € > 0 tal que (b+¢)? < 2.
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De fato, dado um ¢ > 0 (a ser escolhido em breve),

(b+e)* = b* + 2be + &2
< b? + 2be + 2
=024 e(2b6+1) <2,

se
- 2 —b?
€ )
20+ 1
Observe que % > 0, j& que b% < 2.
Entao escolhido € > 0 tal que
b2 —2
<1 < —
€ e € TS
temos que
(b+e)® <2,

ou seja, b+ ¢ € A.
Mas b+ ¢ > b, entao b nao pode ser uma cota superior de A.
Isso mostra que a desigualdade b* < 2 nao é possivel.

= Se b? > 2 entdo existe € > 0 tal que
(b—¢)*>2.
De fato, dado um € > 0 (a ser escolhido em breve),

(b—¢)* =b* — 2be + &

> b? — 2be > 2,
se

_ b? — 2

€ )

2b
Entao escolhendo € > 0 tal que
b2 -2 , , 9
£ < (o que é possivel porque b — 2 > 0)

2b
temos que (b —¢)? > 2 e, em particular, b — ¢ > x para todo x € A, logo b — ¢ é uma cota
superior de A.
Mas b — ¢ < b, entao b nao pode ser o supremo de A (ou seja, a menor cota superior).
Portanto, este caso em que b? < 2 também é impossivel.

A tinica opcao possivel é que b?> = 2. Entao existe um nidmero positivo b tal que b = 2.

Vamos provar que ele é tinico. Se ¢ > 0, ¢ = 2

entdao b* =c? = (b—c)(b+¢)=0

=b—c=0o0ub+c=0

= b= cou b= —c (esse segundo caso ¢ impossivel, b > 0 ¢ ¢ > 0).

Logo b = ¢, ou seja, provamos também a unicidade. 0

Observagao 0.1. Um argumento similar (mas um pouco mais técnico) mostra que dado qual-
quer nimero a > 0 e n € N existe um tnico x € R, x > 0 t.q.

" = a.

Denotamos este niimero por Va (a raiz de ordem n de a).
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Observagao 0.2. Lembre-se que Q C R, isto é, todo niimero racional é real. Chamamos
niimeros reais que nao sao racionais de niimeros irracionais. Por exemplo v/2 é irracional, como
ja vimos.

Similarmente, v/3, v/5, V11, e etc sdo nimeros irracionais.

Representamos o conjunto de ntimeros reais por uma reta, chamada a reta real.

] ] ]
T T T

0 1 2

Definicao 0.2. Um subconjunto X C R é denso em R se para todo a,b € R com a < b, existe
r € X tal que a <z <b.

Teorema 0.1. O conjunto Q de nimeros racionais é denso em R. Além disso, o conjunto
R\ Q de nimeros irracionais também € denso em R.

Demonstragao. Sejam a,b € R com a < b.

Entao b — a > 0, e como R é arquimediano, existe n € N tal que
nb—a)>1

= nb > na + 1.

Usando de novo o fato de que R é arquimediano, existe k € N tal que

k > na

Seja
S={keN:k>na}.
Entao S C N e S nao é vazio. Pelo principio da boa ordenagao, existe min .S = m.
Entao m € S, logo m > na, mas m — 1 ¢ S, logo
m—1<na
=m<na+1<nb
Portanto na < m < nb, e dai,

m
a< — <b,
n

. . m
provando a primeira afirmagao, ja que = € Q.
Vamos provar a segunda afirmacao. Sejam a,b € R, com a < b.

Entao \% < \%, e pela densidade de Q em R (ja provada acima), existem m,n € Z, n > 0

tal que
a m b
V2 V2
Sa< 2V2<b
Temos que "

Caso contrario, se %\/5 = %’, q # 0, entao
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V2=

qm

= /2 € Q, contradicao.
Logo %\/5 ¢ irracional e estd entre a e b. U
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