MAT 1605/2614 Introducao a Analise 2025.2

CAPITULO 7. ELEMENTOS DE TOPOLOGIA NA RETA REAL

SUMARIO

(1. Conjuntos abertos|

[2.  Conjuntos fechados|
[3.  Pontos de acumulacao|
4.  Conjuntos compactos|

oo ~J Ot

Topologia é uma disciplina matematica que estuda conceitos de proximidade, estabilidade,
convergéncia, continuidade e etc.

1. CONJUNTOS ABERTOS

Intuitivamente, uma propriedade que se refere aos niimeros reais é aberta se ela é estavel (ou
seja, se ela permanece vélida) sob pequenas perturbagoes.
Por exemplo, a propriedade
x>T
¢ aberta, j4 que uma pequena perturbagao de x, ou seja, r 4+ € e x — € ainda serao maiores do
que 7 (se € > 0 for suficientemente pequeno).
Por outro lado, a propriedade
z>7
nao é aberta, ja que 7 > 7 mas para todoe > 0,7 —¢e < 7.
Além disso, intuitivamente, um conjunto X C R é aberto se ele é definido por uma proprie-
dade aberta.
Formalmente definimos o conceito de conjunto aberto como segue.

Definicao 1.1. Um conjunto X C R é aberto se para todo ponto z € X existe um intervalo
aberto (a,b) tal que
z € (a,b) e (a,b) CX.

E facil verificar que X ¢ aberto sse para todo x € X existe € > 0 tal que
(x—e,x+e)CX.
Exemplo 1.1. O intervalo (7,00) é um conjunto aberto.

O intervalo [7,00) nao é um conjunto aberto.
Todo intervalo aberto é um conjunto aberto (intervalos nao abertos — fechados ou semi-
abertos — nao sao conjuntos abertos).

Exemplo 1.2. (2,3) U (7,10) é claramente um conjunto aberto.

Teorema 1.3. (1) 0 e R sao conjuntos abertos.
(2) Se X eY sao abertos, entao X NY € aberto.
(8) Se (Xo)aca € uma cole¢ao qualquer de conjuntos abertos, entao

.

acA
¢ um conjunto aberto.
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Demonstracdao. A primeira afirmagao é evidente.
(2) Sejam X, Y abertos. Sea€ XNY,entaoa € X eac.
Como X ¢é aberto, existe e; > 0 tal que

(a —ep,a+e1) C X,
Como Y é aberto, existe 5 > 0 tal que
(a —e3,a+6) CY.

Seja € = min{ey, g9} > 0, entdo e > 0 e e < ey, € < &9.
Logo,
(a—e,a+¢e)C(a—e,a+e)C X

(a—c,a+¢) C(a—eya+ey) CY,

portanto
(a—e,a+¢e)C XNY,

mostrando que X NY é aberto.
(3) Seja (Xo)aca uma familia de abertos e seja a € | J,c4 Xo- Entao existe o € A tal que
a € X,,. Como X,, é aberto, existe ¢ > 0 tal que

(a—¢e,a+¢) C Xap.

Mas Xoy C Uye s Xa, logo

acA
(a—e,a+¢) C UXQ.

a€A

Observacao. Por inducao é facil provar que se
X17X27 s 7Xn

sao abertos, entao X; N Xy N---N X, é aberto.
Porém, a interse¢ao de uma familia infinita de conjuntos abertos pode nao ser aberta.
Por exemplo, definindo

temos

Os intervalos I, sdo abertos, mas a intersegao {0} nao é.
Sejam X C R e a € R. Chamamos a de ponto interior de X se existe € > 0 tal que
(a—e,a+¢e) C X,

Denotamos por int(X) o conjunto de pontos interiores de X.
Observe que int(X) C X. Além disso, int(X) é um conjunto aberto.
Ademais, X é aberto sse int(X) = X.

Exemplo 1.4. int([5,6]) = (5,6).
O préximo resultado descreve a estrutura dos conjuntos abertos na reta.

Teorema 1.5. Todo conjunto aberto A C R pode ser representado como uma uniao enumerdvel
de intervalos abertos disjuntos.

A prova precisa do seguinte resultado técnico.
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Lema 1.6. Se {I,}acr € uma familia qualquer de intervalos abertos com um ponto comum p,

1sto €, p € I, para todo a € L, entao a uniao
U
a€el

¢ um intervalo aberto.

Demonstragao do lema. Sejam

Ia - (aom ba)7

onde a,, b, s@o os pontos extremos de I,, ndo necessariamente finitos (no sentido de que a,

pode ser —oo e b, pode ser o).
Definimos

a=inf{a, :a € L}, b=sup{b,:a € L}.

Mostremos que

U I, = (a,b).

acl
A inclusao C é ébvia. De fato, como

a<a,<by,<b VacelL,
tem-se
I, = (Ga,bs) C (a,b) Va € L.
Resta provar a inclusao oposta,

(a,0) € | L.

a€el

Seja x € (a,b). Entdo z > a e x < b.
Como a = inf{a, : « € L} e x > a, existe v € L tal que

T > .
Como b =sup{b, : a € L} e x < b, existe 5 € L tal que
r < bﬁ.

Se x < by, entdo x € (a,,b,).
Se x > b, como o ponto comum p satisfaz

ay <p <b,.
e também
ag <p< bﬂ,
tem-se
xr>by>p>ag.
Logo x > ag e como = < bg, temos
z € (ag,bg) C | (@a; ba)
aclL

Isso prova o lema.

Estamos prontos para provar o teorema de estrutura dos abertos.
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Demonstracao do teorema. Como A é um conjunto aberto, para todo x € A existe ¢ > 0 tal
que

(x —e,x+¢) C A
Logo existem intervalos abertos I tais que

zxel e [ICA.

Seja I, a uniao de todos esses intervalos. Como cada um deles contém o ponto z, pelo lema
anterior, I, é um intervalo aberto.
Consideremos a familia de intervalos abertos

{I, :xz € A}.

Claramente,
UL=4
€A

ja que I, C A paratodox € A, esex € Aentao x € I,.

Observe que, dados z,y € A, ou I, NI, =0 ou [, = I,.
De fato, se I, N I, # 0, entdo, como I, e I, sao intervalos abertos com um ponto comum, a
uniao
I=1,UlI,

¢ um intervalo aberto também, pelo lema anterior. Além disso, I C A.

Mas x € I, C I C A, e como [, é a uniao de todos os intervalos abertos que contém x e
estao contidos em A, segue que I = I.

Similarmente, y € I, C I C A, entao I = I,,.

Portanto, I, = I,,.

Resta provar que a familia
{I, :x € A}

seja enumeravel.
Cada intervalo I, é aberto, entao pela densidade de Q, existe um ntimero racional r, € I,.
Como os intervalos {I, : x € A} sao disjuntos (ou iguais), a fungao

f:A{l,:x €A} = Q, fl) = ra,
¢ injetiva.
Como o contradominio @Q é enumeravel, por um teorema do primeiro capitulo segue que
{I, : x € A} é enumeravel.

0

Corolario 1.7. Seja I um intervalo aberto. Se I = AU B, onde A e B sao conjuntos abertos
e disjuntos, entdo ou A =0 ou B = ().

Demonstracao. Se A # () e B # (), entdo ambos podem ser representados como unioes de
intervalos abertos disjuntos. Logo

I=AUB

seria uma uniao disjunta de pelo menos dois intervalos abertos — impossivel, pois I é um
intervalo aberto também. U
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2. CONJUNTOS FECHADOS

Defini¢ao 2.1. Um ponto a € R é um ponto limite (ou valor de aderéncia) de um conjunto
X C R se existir uma sequéncia de pontos x,, € X, n € N, tal que

a = lim x,.
n—oo

Exemplo 2.1. O ntimero 0 é um valor de aderéncia do intervalo (0, 00) porque

1
—€(0,00) Vn>1
n

1
lim — =0.
n—oo M

Lema 2.2. Um ponto a € R é um ponto limite de um conjunto X C R sse para todo £ > 0

tem-se
(a—e,a+e)NX #0.
Demonstrag¢ao. ”=-:"Como a é um ponto limite de X, existe uma sequéncia (x,), C X tal que
lim z, = a.
n—oo

Seja £ > 0. Entao existe n. € N tal que para todo n > n., |z, —a| <e
& 1, €(a—e,a+¢).
Mas x, € X, entao =, € (a —&,a+¢) N X, mostrando que (a —e,a+¢) N X # ().

”«=:"Como para todo ¢ > 0,
(a—e,a+e)NX #£0,
para todo n > 1, pondo € = %,
(a—+,a+2)NX #0.
Entao existe z, € (a — £, a+ )N X.
Portanto, para todon > 1, z,, € X e como

mne(a—%,a—ki),

tem-se

1
|z, —al < —.
n

1
Mas lim — = 0, portanto lim z, = a. O
n—oo N, n—oo

Evidentemente, um ponto a é aderente ao conjunto X sse para todo intervalo aberto [
contendo a, tem-se

INX #0.

Corolario 2.3. Se X C R € limitado inferiormente, entao inf X é um ponto limite de X.
Similarmente, se X € limitado superiormente entdo sup X é um ponto limite de X.

Demonstragao. Proveremos a primeira afirmacao, a segunda ¢é similar.
Seja a = inf X. Dado € > 0, existe x € X tal que z < a +¢.
Por outro lado, a < x, entao a — e < .
Logoa—e <z <a+e, edal,
z € (a—e,a+e).
Como z € X, concluimos que (a —e,a+¢) N X # 0. O
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Definicao 2.2. O fecho de um conjunto X, denotado por X, é o conjunto de todos os pontos
limite de X.

Observe que X C X. Além disso, se X C Y entdo X C Y.

Exemplo 2.4. O fecho de um intervalo (a,b) é [a, b].
O fecho de (a,00) ¢ [a, 00).

Definicdo 2.3. Um conjunto X é fechado se X = X.

Teorema 2.5. Um conjunto X € fechado sse dada uma sequéncia (x,), C X, se lim x, = a,

n—oo
entao a € X.

Demonstracdo. Se X é fechado, (x,), C X e lim z, = a, entdo por definicdo, a € X = X,
n—oo

logo a € X, provando a afirmacao direta.
Vamos provar a reciproca. Se para toda sequéncia (z,), C X com lim, .. z, = a, tem-se
a € X, concluimos que todo ponto limite de X pertence a X, ou seja,

XCX.
Mas X C X, logo X = X, isto é, X é fechado. O
Exemplo 2.6. O fecho de Q é R.

De fato, Q@ C R e se a € R entdao o numero a pode ser aproximado por nimeros racionais.
De fato, pela densidade de Q@ em R, para todo n > 1, o intervalo (¢ — £,a + 2) contém um
nimero racional r,, logo |r, —a| < 1.

Entao (r,), C Qe nh_}rrgo r, = a, mostrando que a € Q.

Portanto R C Q, e daf, Q = R.

Teorema 2.7. Um conjunto F' C R € fechado sse seu complemento R\ F' € aberto.

Demonstragdo. “=": Suponha que F' seja fechado.
Dado a € R\ F, como F' = F, tem-se a ¢ F.
Logo existe g9 > 0 tal que
(@ —eg,a+¢e9) NF =10,
e dai,
(CL—Eo,CL—f—EQ) C R\F
Portanto R \ F' é aberto.

“<”: Suponha que R\ F' seja aberto.
Seja (r,), C F uma sequéncia de pontos em F tal que

lim z, = a.
n—o0

Vamos provar que a € F' (o que vai concluir a prova do teorema, devido ao teorema anterior).
Se a ¢ F entao a € R\ F, entao existe gy > 0 tal que

(@ —eg,a+¢&9) CR\F.
= (a —eg,a+¢e9) N F = 0.

Mas como lim x, = a, existe ng € N tal que se n > ng, entao
n—oo

|z, —al < &g

= T, € (a — &g, a+ &p).
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Por outro lado, z,, € F', entao
T, € (a—gg,a+¢&9)NF,

e dai
(@ —eg,a+¢e9) NF =10,
uma contradicao. O

Teorema 2.8. (1) 0 e R sao fechados.
(2) Se Fi, Fy, ..., F, sao fechados, entao Fy U FyU---UF, € fechado.
(8) Se {Fy}aer sao fechados, entao

ﬂ F, € fechado.
acl
Demonstragao. (1) é evidente, ja que
0=R\R ¢ R=R\0.
(2) Temos que
R\ (FAU---UF,) =R\ F)n---N(R\ FE,).
Como Fi, ..., F, sao fechados, R\ Fi,..., R\ F), sdo abertos, entao
RNF)N--N(R\Fy)

¢ aberto, logo
que é o complementar de

¢ fechado.
(3) Argumento similar, exercicio. O

3. PONTOS DE ACUMULAGAO

Seja X C R. Um nimero a € R é um ponto de acumulacao de X se
Ve >0, (a—e,a+¢€) contém algum ponto de X, distinto de a.

Denotamos por X’ o conjunto de pontos de acumulacao de X.
Logo,
a€X < Ve>0, IzreXtalque|r—a| <e, z#a.

Teorema 3.1. Sejam X C R ea € R. Entao a € X' se e somente se existe uma sequéncia de
pontos (x,), C X, diferentes dois a dois, tal que

lim z, = a.
n—oo

Demonstracao. “=" Seja a € X'.
Para 1 = 1 existe 1 € X, x7 # a tal que

|zy —a| < 1.
Seja €9 = min {%, |xy — a|}. Entao e5 > 0 e existe x9 € X, x5 # a tal que
|zg — al < ea.

Logo
2o —al <3

|ze — al < |z — al,
o que em particular implica xs # .
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Seja £3 = min {%, |z — a|}. Logo 3 > 0; entao existe x3 # a, x3 € X tal que
|zg —al| < e3.

Logo
x5 —al < 3

|zg —a| < |xe —a| < |y — al,
0 que mostra que x3 # Ta, T3 # 1.
Por inducao, para todo n € N, construimos pontos x1,...,z, € X, diferentes dois a dois,
com
1
Ty —al < =

Portanto, li_>m T, = a, e 08 pontos (x,),en sao diferentes dois a dois.
n o

“<”: Suponha que (z,), C X sao diferentes dois a dois, e

lim z, = a.
n—o0

Seja € > 0. Entao existe n. € N tal que
|z, —a| < e para todon > n..

Como (x,), sao diferentes dois a dois, no maximo um deles é igual a a. Entdo, claramente
existe n > n. com z,, # a e |z, —al <e.
Como z,, € X, temos
(a—e,a+e)NX #0,
mostrando que a € X', O

Observagao 3.1. X' C X e X' = X U X".
Logo X é fechado sse X' C X.

4. CONJUNTOS COMPACTOS
Intuitivamente, em topologia, a compacidade é uma espécie de finitude.

Uma cobertura aberta de um conjunto X C R é uma familia (D,)aer, de conjuntos abertos
tal que

X c | D..
a€cl
Uma subcobertura é uma subfamilia (D,)aer, L' C L, tal que ainda

X c |J D
acL/

A subcobertura é finita se o conjunto L’ de indices é finito.

Definicao 4.1. Um conjunto X C R é compacto se toda cobertura aberta dele possui uma
subcobertura finita.

Em outras palavras, X é compacto se dados abertos (D, )acr, tais que

X c | D,
a€l
existem oy, ..., qa, € L tais que
XcD,U---ub,,.

Exemplo 4.1. Todo conjunto finito é compacto.
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Teorema 4.2 (Heine-Borel). Seja [a,b] um intervalo limitado e fechado. Entdo |a,b] € um
conjunto compacto.

Demonstracao. Seja {Dg}aer, uma cobertura aberta do intervalo [a, b].
Vamos provar que existe uma subcobertura finita. Considere o conjunto

X ={xz € [a,b] : [a, x] possui uma subcobertura finita}.

O objetivo é provar que b € X.
Primeiro observe que a € X, entao X # (). De fato, [a,a] = {a}, e como a € |, Da, existe
ap € L tal que a € D,,. Logo {D,,} é uma subcobertura finita (com um elemento) de [a, a].

Como X C [a,b], X é limitado, portanto admite um supremo. Seja ¢ = sup X.
Claramente ¢ < b. Vamos mostrar que ¢ = b.

Suponha por contradi¢ao que ¢ < b. Como ¢ € |J
¢ aberto, entao existe g9 > 0 tal que

wer Das, existe ag € L tal que ¢ € Dy, que

(C— €o,C+ 80) - DaO'

Como ¢ < b, podemos escolher €5 > 0 pequeno o suficiente que ainda temos ¢ + gy < b.
Por outro lado, ¢ — ¢y < ¢ = sup X, logo existe x € X tal que ¢ — ¢g < .
Como = € X, existe uma subcobertura finita de [a, z], ou seja, existem ay,...,q, € L tais
que
la,2] C Do, U---UD,, .
Mas
[z,c+ %] =[a,z]U[z,c+ F] C [a, 2] U (c — &0, ¢+ €0)
esta contido em
D,, U---UD,, UD,,
que é uma cobertura finita, logo
c+ 3 €eX,
contradigao, pois ¢+ 5 > ce ¢ =sup X.
Portanto ¢ = b, ou seja, b = sup X.

A prova quase acabou, mas resta provar que na verdade b € X. Vamos usar um argumento
similar ao anterior.
Como b € |, Da, existe ag € L tal que b € D,,, que é aberto, entao existe £ > 0 tal que

(b—e,b+¢) C D,,.

Como b —e < b=sup X, existe x € X tal que b — ¢ < z.
Como = € X, existem aq,...,q, € L tais que

la,z] C Dy, U---UD,, .

acl

Portanto,
[a,b] = [a, 2] U [z,b] C [a,z] U (b—e,b+¢)
estd contido em
D,, U---UD,, UD,,,

que é uma cobertura finita.

Concluimos que b € X, entao [a, b] possui uma subcobertura finita, provando sua compaci-
dade. 0

Lema 4.3. Sejam K C R um conjunto compacto e a € R. Se a ¢ K entao existe g > 0 tal
que (a —eg,a+&9) N K = 0. Em outras palavras,

|z —a| > ey para todo x € K.
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d
Demonstra¢ao. Como a ¢ K, para todo x € K, a # x, entdo d, = |a — x| > 0. Seja e, = gx
A familia de intervalos abertos
g - {(l‘ — &4, T + 53:)}:06[(
¢ uma cobertura aberta de K, um compacto. Logo, existe uma subcobertura finita
F={(x1 —ep,x1+¢2,), -, (Tn — s,y Tn+Ex,) }
Seja g9 = min{e,,, ..., &, . Entdo gg > 0.
Vamos provar que |z — a| > gy para todo = € K.
Seja x € K. Sendo F uma cobertura de K, existe um indice j € {1,...,n} tal que
T € () — gy, Tj + Eg)
= |z — 25| < &g,
Suponha por contradi¢ao que
|z —al <ey < ey
(porque gy é o minimo dos numeros €,,, ..., &z, ).
Entao |z — x| < &4, |2 — a| < &,,, e pela desigualdade triangular,
2
dp; = |a — 2| <la— 2|+ |2 — 2j| < é&a; + 60, = 264, = gdwj < dy;,
contradigao.
Portanto, |z — a| > e. O

Teorema 4.4. Um conjunto K C R é compacto se, e somente se, K é fechado e limitado.

Demonstracao. ”=" Seja K um conjunto compacto.
Primeiro provamos que ele é limitado. Claramente

Kc|J@-12+1).
zeK
Sendo K compacto, K possui uma subcobertura finita, isto é, existem xz1,...,x, € K tais
que
Kc(xy,—1lLz+1)U---U(z, — 1,2z, +1).
Sejam M = max{z;+1,...,2,+1} e m =min{z, — 1,... 2, — 1}.
Se € K entdo existe um indice j € {1,...,n} tal que z € (z; — 1,z; + 1).
Logo,
m<zr;—1<z<z;+1< M.
Portanto = € [m, M] para todo x € K, provando que o conjunto K é limitado.
Agora vamos provar que o conjunto K é fechado.
Seja (r,), C K uma sequéncia e suponha que

lim z, = a.
n—o0

Vamos provar que a € K. Suponha por contradigdo que a ¢ K.
Como K é compacto, pelo lema anterior existe g > 0 tal que
|x —al > ey paratodo x € K.

Mas como lim z,, = a, existe ng € N tal que
n—oo

|z, —al <&y para todo n > ny,

o que é uma contradic¢ao, ja que z, € K para todo n.
Portanto a € K, mostrando que o conjunto K é fechado.
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7<«=" Suponha que o conjunto K seja fechado e limitado. Vamos provar que ele é compacto.
Seja
Kc|JUd
a€cl
uma cobertura aberta de K.
Sendo limitado, existe um intervalo limitado [a, b] tal que

K Cla,b).
Sendo fechado, seu complemento K¢ =R\ K é aberto.
Entao
[a,b) CR=KUK°C | JU, UK",
acl
ou seja, temos uma cobertura aberta do intervalo fechado e limitado [a, b].

Pelo teorema de Heine—Borel, [a, b] é compacto, entao existe uma subcobertura finita, isto é,
existem indices aq,...,a, € L, tais que

[a,b] C Uy, U-+-U U, UK

Mas K C [a,b], logo
KcU,U---UU,, UK,
e como K N K¢ = (), segue que
K CcUy,U---UlU,,,
ou seja, ele possui uma subcobertura finita, assim provando sua compacidade. 0]

Exemplo 4.5. Qualquer unido finita de intervalos fechados e limitados, por exemplo [2, 3]U[6, 9]
¢ um conjunto compacto. Isto é porque uma uniao finita de conjuntos fechados é fechado, e
uma uniao finita de conjuntos limitados é limitado.

Exemplo 4.6. O conjunto
1
Kz{—:nZl}U{O}
n

¢ claramente limitado e também fechado, ja que 0 é o tinico ponto limite de {% tn > 1}. Entao
pelo teorema anterior, K é compacto.
Observe que ele nao é um intervalo, nem uma uniao finita de intervalos.

Teorema 4.7. Um conjunto K ¢é compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos em K
possut uma subsequéncia convergente para um elemento de K.

Demonstra¢ao. =" Sejam K um compacto e (x,), C K uma sequéncia. K é limitado, entao
(y)n é uma sequéncia limitada. Por um teorema anterior, (x,), possui um valor de aderéncia,
ou seja, uma subsequéncia convergente (., ).

Seja

a= lim z,, .
k—oo "k

Como (x,, )y C K e K é fechado, o limite a € K.

”«<" Suponha que toda sequéncia em K possua uma subsequéncia convergente em K.

Vamos provar que o conjunto K é compacto. Pelo teorema anterior, isto é equivalente ao
provar que é fechado e limitado.

Seja (r,), C K uma sequéncia convergente e seja

a= lim x,.
n—o0

A sequéncia (z,), possui uma subsequéncia convergente com limite um elemento de K.
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Mas como lim x, = a, toda subsequéncia dela converge para o mesmo ponto a. Logo a € K,
n—oo

mostrando que o conjunto K é fechado.
Suponha por contradi¢ao que o conjunto K nao seja limitado. Entao para todo n € N existe
x, € K tal que
|z,| > n.
Logo
lim |z, | = co.
n—oo
Qualquer subsequéncia de (x,), vai ter a mesma propriedade, entdo ndo pode convergir para
um numero em K, contradicao.

Portanto, K ¢é limitado. U

Teorema 4.8. Um conjunto K € compacto se e somente se, todo conjunto infinito X C K tem
um ponto de acumulacao em K.

Demonstracdo. Exercicio. O
Corolario 4.9. Todo conjunto infinito e limitado possui ponto de acumulagao.

Demonstracao. Exercicio. O
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