MAT 1605/2614 Introducao a Analise 2025.2

SOLUCOES DO PRIMEIRO EXAME

Cada exercicio vale 16 pontos, para um total de 80 pontos.

Exercicio 1. (i) Defina o conceito de fungao injetiva.
(ii)) Sejam f: A — B e g: B — C duas fungbes. Mostre que se g o f é injetiva entao f
também ¢é injetiva.
Demonstragao. (i) Uma fungao f: A — B é injetiva se para todo =,y € A com x # y temos
flx) # f(y),
ou, equivalentemente, f é injetiva quando f(x) = f(y) implica z = y.
(ii) Tem-se go f : A — C. Sejam z,y € A e suponha que

flx) = fy)
Entao
9(f(z)) = g(f(y)),
logo
(g0 f)(x) = (g0 f)y).
Como g o f é injetiva, segue que x = y. Concluimos que f ¢ injetiva. O

Exercicio 2. Seja N* o conjunto de niimeros naturais diferentes de 0, e considere o produto
cartesiano
N x N* = {(m,n): m,n € N,n;«éO}.
Prove que a relagao
(m,n) ~ (m',n') se m-n"=n-m

¢ uma relacao de equivaléncia em N x N*.

Demonstra¢ao. Vamos verificar que a relagao ~ é reflexiva, simétrica e transitiva.

» Claramente (m,n) ~ (m,n), j& que m -n = n-m (o produto de nimeros naturais é
comutativo). Logo ~ é reflexiva.

= Sejam (m,n), (m/,n’) € N x N*.

Entao  (m,n) ~ (m/,n’) significa m -n' =n-m/,

enquanto (m’,n') ~ (m,n) significa m’-n =n’-m.

Claramente m - n’ = n - m’ é equivalente a m’ - n = n’ - m (porque o produto de nimeros
naturais é comutativo).

Logo (m,n) ~ (m/,n’) = (m/,n’) ~ (m,n), ou seja, ~ é simétrica.

= Vamos provar a transitividade. Sejam (m,n), (m/,n'),(m”,;n") € N x N* entao n # 0,

n' # 0, n" #0.
Suponha que (m,n) ~ (m’,n’) e (m',n’) ~ (m”,n").
Entao
(1) m-n'=n-m
(2) m'-n" =n"-m".

Multiplicando as duas identidades acima tem-se:

(m-n)-(m-n")=(nm-m')-(n-m").

pagina 1



MAT 1605/2614 Introducao a Analise 2025.2

Usando as propriedades bésicas da multiplicacao (associatividade, comutatividade), temos:
m-n"-m'-n"=n-m"-m"-n'

Dividindo os dois lados por n’ # 0, tem-se

/ /

(m-n")-m'=(mn-m")-m
Temos dois casos.

1) Se m' # 0 entao dividendo por m’ temos que m -n” =n-m”.

2) Se m’ = 0, entao equagao implica m - n’ = 0, logo m = 0 (porque n’ # 0).
Similarmente, equacao implica n’ - m” = 0, logo m” = 0 (porque n’ # 0).
Portanto, m-n”" =0-n"=0en-m”"=n-0=0, logo m-n" =n-m".

Em ambos casos provamos que m -n” = n-m”, assim mostrando que (m,n) ~ (m”,n"). O

Exercicio 3. (i) Defina o conceito de conjunto finito.

(ii) Sejam X, Y dois conjuntos finitos. Prove que o produto cartesiano X x Y também ¢é

finito e
card (X xY) =card X - card Y.

Demonstragao. (i) Um conjunto X é finito se X = () ou existem n > 1 e ¢ : I, = X bijetiva,
onde I, = {1,...,n}.
(ii) Sejam n = card Y, m = card X, m,n € N. Vamos provar por indugdo em n que
card (X X Y)=m-n.
m 1° Passo: n = 0. Neste caso Y = (), entao claramente X x Y =0 e
card(X xY)=0=m-0.
= Passo indutivo: suponha que se Y é um conjunto (qualquer) com card Y = n entao
card(X xY)=m-n.
Seja Z um conjunto com card Z =n+ 1. Entdao Z = {z1,..., zn, Znt1}-

Seja Y ={z1,...,2,}.
Entao card Y =ne Z =Y U{zp1}.

Pela hipétese de indugao, card (X xY) =m - n.
Além disso, claramente ¢ : X — X x {z,11}, o(x) = (z, z,41) € bijetiva, entao

card (X x {z,41}) = card X = m.

Ademais,
XXxZ=Xx(YU{2n41})

= (X xXY)U (X X {z011})-
Os conjuntos X x Y e X x {z,,1} sdo disjuntos, entao
card (X x Z) =card (X xY) +card (X X {z,11})
=m-n+m
=m(n+1),
provando a propriedade para conjuntos com n + 1 elementos.
Pelo principio da indugao,
card(X xY)=m-n
para todo n € N. [l
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Exercicio 4. Sejam n,m € N onde m # 0. Prove que existem ¢, € N com r < m tais que
n=m-q-+r.
Demonstracao. Fixe m € N, m # 0. Vamos usar indugao em n.
m 1° passo: n = 0. Claramente
0=m-0+0,
entao o resultado vale com g =0er=0<m.

» Passo indutivo: Suponha que
n=m-q+r
onde ¢,7 € N e r < m. Entao
n+l=m-q+ (r+1).
Temos dois casos.
1) Se r + 1 < m entado a afirmagao vale para n + 1 com o mesmo q e r + 1.

2) Se r + 1 > m entdo necessariamente r + 1 = m (porque r < m, entdo r + 1 < m).
Neste caso

n+l=m-g+m=m(g+1)+0
entao a afirmacao vale paran+1 com ¢+ 1 e 0.

Pelo principio da indugao, a afirmacao vale para todo n € N. O

Exercicio 5. Prove que para todo n > 1,
6(124+22+---+n?) =n(n+1)2n +1).

Demonstrag¢ao. Vamos usar indugao em n > 1 para provar a férmula

6-(12+---+n?)=nn+1)2n+1).
m 1° passo: n = 1. A férmula se torna
6-12=1-2-3,
que ¢é verdadeira.
» Passo indutivo: Suponha que a formula valha para n, ou seja,
6(12+---+n?) =n(n+1)2n+1).

Entao
6(1°4---+n”+ (n+1)*) =6(17 +n*) +6(n+1)°
(pela hipdtese indutiva) = n(n + 1)(2n +1)+6(n+1)°
(2n* 4+ n + 6n + 6)

(2n* 4+ Tn + 6).

=(n+1)
=(n+1)
Por outro lado,
m+1Dn+2)2n+1)+1)=(n+1)(n+2)(2n+3)
= (n+1)(2n* + Tn +6).
Portanto
6(12+---+n*+(n+1)?%) = (n+1)(n+2)(2n+3),
assim provando a férmula para n + 1.
Pelo principio da indugao, a férmula vale para todo n > 1. 0]
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Exercicio 6. Seja X um conjunto finito com n elementos, onde n € N. Prove que P(X), o

conjunto de todos os subconjuntos de X tem 2" elementos.

Demonstracao. Usamos inducao matematica para provar que:
se card X =n entdo card P(X) = 2"

= 1° passo: n = 0. Neste caso X = (), entao P(X) = {0} e
card P(X) =1=2".
» Passo indutivo: suponha que dado qualquer conjunto X com card X = n, tem-se
card P(X) = 2™
Seja Y um conjunto com card Y = n + 1, entao

Y = {y17--~7ynayn+1}'
Seja X ={y1,...,Yn}, entdo card X =neY = X U{yn11}.

Dado um subconjunto A C Y, ou A nao contém y,,,1, e neste caso A C X, ou y,.1 € A, e

neste caso A = A" U {yp41}, onde
Al = A\{yn1} C X
Portanto
PY)={A: ACc X} U{A U{yn1}: A" C X}.
O conjunto {A: A C X} = P(X) tem cardinalidade 2" pela hipdtese indutiva.
Além disso, como a fungao ¢ : {A": A" C X} — {A' U{yn1} : A C X},
p(A) = AU {yns1}
¢ claramente bijetiva, temos que
card {A"U{yp1}: A Cc X} =card {A: A C X} =card P(X) =2".

Concluimos que
card P(Y) = 2" + 2" = 21,
Pelo principio da indugao, a conclusao segue.
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