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1. SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS
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Intuitivamente, uma sequéncia de niimeros reais é uma lista enumeravel infinita com possiveis

repeticoes
Loy L1yeeey Ly, ..

onde z,, € R para todo n € N.
Formalmente, uma sequéncia de ntimeros reais ¢ uma funcao

x:N—=R.
Denotamos z(n) por z, para todo n € N. Além disso, também escrevemos
T = ('Tn)neN-
Por exemplo, a sequéncia
1,-1,1,-1,...
¢ formalmente dada pela funcao

r:N—=R,
x(n):{l sen(?I/Jar
—1 sen éimpar.
Acontece que essa sequéncia também pode ser descrita por uma férmula fechada,
xz(n) = (—1)" para todo n € N.
Observacao 1.1. Uma sequéncia z : N — R é representada pela lista enumeravel infinita
Ty L1, L2y e oy Ty e -
e nao pela sua imagem, que é o conjunto
z(N) ={z, :n € N}.
No exemplo anterior, em que
x(n) = (—1)" para todo n € N,

a lista correspondente é
1,-1,1,—-1,...
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onde 1 e -1 sao alternadamente repetidos um nimero infinito de vezes, enquanto a imagem de
x é simplesmente o conjunto {1, —1}.

Definicao 1.1. Uma sequéncia (z,),>0 ¢ limitada superiormente se existe b € R tal que
x, < b para todo n > 0.

Similarmente, (z,),>0 ¢ limitada inferiormente se existe a € R tal que
a < x, para todo n > 0.

A sequéncia (x,,),>0 ¢ limitada se ela é limitada superiormente e inferiormente, i.e., se existem
a,b € R tais que

a <z, <bparatodon € N.
Observacao 1.2. Uma sequéncia (z,),>o ¢ limitada se e somente se existe M € R tal que
|z,| < M para todo n € N.

De fato, se |z,| < M entao
-M<zx, <M,

logo (2,,)n>0 ¢ limitada.
Por outro lado, se a < x,, < b, como

b<l|ble —a<]al,

entdo —|a| < a, temos que
—laf < @, < 0]

para todo n € N.
Seja M = max{|al, |b|}. Entao |b] < M e |a| < M, entao

-M<x,<M,logop —M<uz, <M,
ou |z, < M.
Defini¢ao 1.2. Uma sequéncia (z,),>0 é crescente se x,, < x,41 para todo n > 0, isto é, se
To < Ty < - Ty < Tpgy < -v- .
Similarmente, (x,) é decrescente se x,, > x,.1 para todo n > 0, isto é, se
Tog > X1 > > Ty > Tyl > 000

Além disso, (z,), é ndo decrescente se x,, < x,.1 para todo n > 0 e ndo crescente se T, > T,11
para todo n > 0. Uma sequéncia com uma dessas propriedades é dita monotona.

Exemplo 1.1. A sequéncia x,, = n para todo n € N é claramente crescente, enquanto x,, = —n,
n € N é decrescente. A sequéncia z,, = (—1)" nao é monétona.

Definicao 1.3. Seja (x,,),>0 uma sequéncia de nimeros reais. Dada uma sequéncia crescente
de ntimeros naturais
N <ng < - o < Npp < Nppyq < -+ -
a sequeéncia
Yk = Tny,, k >1

¢ chamada uma subsequéncia de ().
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Exemplo 1.2. Dada uma sequéncia (z,),>o,
Lo, Ty Tyy ) Loy«

é a subsequéncia dos termos de indices pares. Similarmente,
L1, X3, L5, " Lan+1, " "

é a subsequéncia dos termos impares. Outros exemplos de subsequéncias sao:

Ty, To, Ta, T, -+, Ton, - - -
ou
L1, Tgy L7, T10y " Tp43y """
ou, mais geralmente, dado k£ € N,
(xk-‘rn)nEN

¢ a subsequeéncias dps termos comecando com o indice k.

Outros exemplos de sequéncias.

"z, = % para n > 1, ou seja,

11 1
17_7_7"' )
23 n
Limitada por 0 e 1, decrescente.
= 1, =a" paran > 0, ou seja, a € (0,1)
17a7a27--.’an7...

Limitada, decrescente.
= Dado a € (0,1), para todo n >0

1 — an—‘rl

Tp,=14+a+---+ad" =
1—a

Note que se a € (0,1), entao a"** € (0,1). Logo

0<z, < ;
l—a
entao a sequéncia ¢é limitada e estritamente crescente.
» Dado R > 1, x,, = R" paran € N, ou seja,

1,R,R*---  R",---

Nao limitada, crescente.
ma,=1+ % + -4 % limitada por 3, crescente.

2. LIMITE DE UMA SEQUENCIA

Sejam (z,,), uma sequéncia de nimeros reais e a € R.

Intuitivamente, (z,), converge para a se os termos x,, da sequéncia se aproximam arbitrari-
amente perto de a se n é suficientemente grande.

Em outras palavras, dada qualquer ordem de proximidade &, por exemplo ¢ = 0,001 ou
e = 0,0000001, eventualmente (a partir de um certo limiar ng), todos os termos x,, se tornam
mais proximos do que € de a. Formalmente,

Definicao: Dizemos que

lim z, = a
n—oo

quando para todo € > 0 existe n. € N tal que

n > n. implica |z, —a| < e
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1
Exemplo 2.1. lim — = 0.

n—oo 1M

De fato, dado € > 0, % <esen> % Pelo fato de ser arquimediano, existe n. € N tal que

ne > % Entao para todo n > n. tem-se n > %,
e dai % < ¢. Logo,

1 1
— — 0| = — < ¢ para todo n > n.,
n n

mostrando que lim,,_, % = 0.

Outras notagoes:

Neste caso dize-mos também que a sequéncia (x,,), é convergente e seu limite é a.

1
Exemplo 2.2. lim — = 0.

n—oo 21
De fato, por inducao temos que
2" > n para todo n € N.

Logo, dado € > 0, como existe n. € N com n. > %, segue que para todo n > n.,

1 1 1
— < —-< —<g,
2% T n o on,

e dai
L 0 1<
— —0l==<e.
AL AL

Exemplo 2.3. A sequéncia z,, = (—1)”%, n > 1 também converge para 0.
De fato,

sen > 1.
€
Teorema 2.4. Se existir, o limite de uma sequéncia € unico, isto €, se

lim z, =a e lim z, = b entao a = b.
n—0o0 n—oo
Demonstracao. Suponha por contradigao que a # b e seja € := @ > 0.
Como lim,,_, =,, = a, para este ¢ existe n; tal que
Se n > nq, entdo |z, —a| < e.
Similarmente, como lim,, ., z, = b, existe ny tal que
Se n > ng entdo |z, —b| < e.
Seja N = max{ny,ns}.
Logo N >ny e N >ng, edal, [ty —a| <cecelry — b <e.
Portanto, pela desigualdade triangular,

la—bl=la—azy+ay—b <|a—zn|+|zy —b <e4+e=2e=|a—D

que implica o fato absurdo de que |a — b| < |a — b|.
Concluimos que a = b.

Teorema 2.5. Se lim x,, = a entdo toda subsequéncia de (x,), converge para a.
n—oo
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Demonstracao. Seja (x,, ), uma subsequéncia de (z,),, entdo os nimeros naturais indices
N <ng<ng<--<ng<--

formam uma sequéncia crescente de niimeros naturais.
Por indugao (fixa o argumento), tem-se

np > k para todo k € N.
Entao, dado £ > 0, como lim,,_,, x, = a, existe n(e) € N tal que
se k > n(e) entdo |z —al < e.
Logo, para todo k > n(e), como ny, > k > n(e), tem-se
|z, —al <e,
provando que limy_,o ,, = a. O

Exemplo 2.6. A sequéncia z, = (—

1)", n € N nao converge.
De fato, a subsequéncia xy, = (—1)?"

=1, n € N é constante, portanto converge para 1.

Similarmente, a subsequéncia xo,,; = (—1)?*"T! = —1 é constante —1, portanto converge
para —1.

Se a sequéncia (x,,), convergisse, qualquer subsequéncia dela convergiria para o mesmo limite,
0 que nao € o caso, ja que 1 # —1.

Portanto (x,), nao converge. O

Teorema 2.7. Toda sequéncia convergente € limitada. A reciproca ndao € verdadeira (veja o
exemplo acima).

Demonstra¢ao. Sejam (x,), uma sequéncia, a € R e suponha que lim,,_,, , = a.
Para € = 1 existe um ny; € N tal que

n>n = |z, —al <1

=z, €(a—1,a+1).
Considere o conjunto finito de niimeros reais consistindo nos primeiros n; termos da sequéncia
(x,) e nos pontos extremos a — 1 e a + 1, isto é, seja
F=A{xg,21,...,2p,-1,a —1,a+ 1}.

Entao F possui um maximo M e um minimo m (sendo finito).
Consequentemente, para todo n € N,

m <z, <M,
mostrando que (z,), ¢é limitada. O

Teorema 2.8. Toda sequéncia mondtona e limitada € convergente.
Mais precisamente, se (x,), € nao decrescente e limitada superiormente, entao (x,), € con-
vergente e

lim x,, = sup{z, : n € N}.
n—oo
Similarmente, se (x,), € nao crescente (x, > x,.1,Yn € N) e limitada inferiormente, entao
(Ty)n € convergente e

lim z,, = inf{z, : n € N}.

n—oo
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Demonstrag¢ao. Consideremos o primeiro caso, o segundo sendo similar (exercicio).

(n)n satisfaz z, < xp41,Vn € N

Seja b = sup{z,, : n € N}.

Vamos provar que lim,,_,o, , = b.

Seja ¢ > 0. Entao b — e < b, e como b é a menor cota superior de {z, : n € N}, existe
ne) € Ntal que b —e <y, ,.

Se n > n(e), como (z,), ¢ ndo decrescente, tem-se x, > xn(). Portanto,

b—¢e <xpe <, paratodon >n(e).
Por outro lado, b é uma cota superior de {z,, : n € N}, logo
Tp,<b<b+e

para todo n € N.
Concluimos que
b—e<xz,<b+e¢

para todo n > n(e)

= |z, —b| <,
provando que lim,, ,, x, = b. OJ

Corolario 2.9. Seja (x,), uma sequéncia mondtona. Se (x,), possui uma subsequéncia con-
vergente, entao (z,), € convergente.

Demonstra¢ao. Vamos tratar o caso de uma sequéncia nao crescente, =, < x,.1 Vn.
Seja (z,, )r uma subsequéncia convergente, entdo limitada, logo existe M € R tal que

Tn, < M para todo k.

Mas ny > k Vk € N, entao z,, >z, Vk € N
Logo z, < x,, < M Yk € N, ou seja, a sequéncia (xy)x ¢ limitada superiormente. Sendo
mondétona por cima, pelo teorema anterior é convergente. O

3. PROPRIEDADES ARITMETICAS DOS LIMITES

Lembre-se que uma sequéncia de nimeros reais (z,) converge para a se para todo € > 0
existe n. € N tal que se n > n. entao |z, — a| < ¢.
Portanto,
lim z, =a sse lim |z, —a|=0.

n—oo n—oo

Lema 3.1. Suponha que lim x, = a, onde a # 0. Entao eventualmente, todos os termos da
n—oo

sequéncia sao diferentes de 0, ou mais ainda, existe ng € N tal que para todo n > ny,

|al
Demonstracao. Seja € = % Como a # 0, |a| > 0, entao £ > 0. Como z,, — a quando n — oo,
para este ¢ existe ng € N tal que se n > ng, entao
|al
|z, —al < 5
Logo, pela desigualdade triangular,

a
al = fa = 2 2] < Ja— ]+ [ra] < 9 + |,
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e dai,
M < |xp].
2
Em particular, com ‘%' > 0, |z,| > 0, logo x,, # 0. O

Teorema 3.2. Se lim x, =0 e (y,), € uma sequéncia limitada, entdo
n—0o0

lim x, -y, = 0.
n—oo
Demonstragao. Como (y,), ¢ limitada, existe M € R tal que |y,| < M para todo n € N.

Seja € > 0. Como lim x, = 0, existe n. € N tal que se n > n. entdo |z,| < ;7. Logo, para
n—oo

todo n > n,,

€

M

entdo |z, - y,| < &, mostrando que lim z, -y, =0. O d
n—o0

|xn yn| = |xn| : |yn| < M = g,

Exemplo 3.3. Seja € R um nimero qualquer, e considere a sequéncia

= sm(n:zc)7 N> 1
n

Entao lim z, = 0.
n—oo

De fato, a, = % -sin(nz). Claramente lim, ,o = = 0, enquanto |sin(nz)| < 1 para todo
n € N, entao a sequéncia (sin(nx)),en € limitada. Portanto, pelo teorema anterior,

1
lim —sin(nz) = 0.
n—oo 1

Teorema 3.4. Sejam (x,), (yn) duas sequéncias de nimeros reais e sejam a,b € R. Suponha
que

limx,=a e limy, =0".

n—00 n—00
Entao
(1) lim (2, +yn) = a +D.
n—oo
(2) lim (z, - y,) =a-b.
n—od
1 1
3) se b+ 0 entio lim — = —.
(3) seb+# enaonl_{goyn ;
(4) se b # 0 entdo nh_)rg@% = %.

Demonstragao. (1) Seja € > 0.

Como lim x, = a, existe n;(c) € N tal que se n > n,(¢) entao |z, —a| < 5.
n—oo

Como lim y, = b, existe ny(c) € N tal que se n > ny(e) entdo |y, — b < 5.
n—oo

Seja n(e) = max{ni(¢),no(e)}. Entao para todo n > n(e),

£

£
(@0 +3n) = (@ +0)] = [(@n — @) + (g = O)] < |wn — @] + |y =B < 5 + 5

= ¢,
provando a afirmagao.
(2) Temos que
Ty Yn — b= xYn — ayp + ay, — ab = (x, — a) - yn + a(yn, — b).
Como dlim,_, 2, = a, segue que nhjEO (x, —a) = 0. Mas (y,), converge, entao ¢é limitada.

Logo lim,, o0 (2, — @) -y, = 0.
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Além disso, lim a(y, —b) =a-0 = 0. Portanto

n—oo

lim (z,, -y, —ab) =040 =0,

n—oo
e dai, lim x, -y, = a-b.
n—oo
(3) Temos que
L1 b—uyn
Yn b N Yn - b
Como lim y, =be b # 0, por um lemma anterior, existe ng tal que se n > ng entao
n—oo
|yn| > ul
n 2 .

Portanto o denominador de b - y,, satisfaz

b2
9o -1 = [yl - 18] > 18] - 18] = -

Como lim g, = b, dado € > 0 existe n. tal que se n > n. entao
n—0o0

n— bl <e-—.
lyn — b <€ 5

Seja N(¢) = max{ng, n.}. Para todo n > N(e) temos

Yo b

<

b2
. b2
|yn b| 5

logo yi — % quando n — oo.

(4) Temos * = x;, - yin e a conclusdo segue usando (2) e (3).

O
Teorema 3.5. Sejam (,)n, (Yn)n, (2n)n trés sequéncias e suponha que
Tn < Yn < 2, para todo n.
Se lim x, = a = lim z,, entdo (y,), € convergente e
n—oo n—oo
lim y, = a.
n—oo
Demonstracao. Seja € > 0.
Como lim z, = a, existe ny(¢) € N tal que se n > ny(e) entao z, < a + ¢.
n—oo
Como lim z,, = a, existe ny(c) € N tal que se n > ny(e) entdo a — & < z,.
n—oo
Seja n(e) = max{n,(e), na(e)}.
Logo, para todo n > n(e) tem-se
a—€e<Tp <Y<z, <a-+e,
portanto
a—e <y, <a-teg,
e daf |y, — a| < e, provando o teorema. U
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4. PONTOS LIMITE DE UMA SEQUENCIA
Sejam (z,), uma sequéncia e a € R.

Definicao 4.1. O ndmero a se chama um valor de aderéncia (ou ponto limite) da sequéncia
(n)n quando existe uma subsequéncia (z,, ), tal que

lim z,, = a.
k—oo Tk

Evidentemente, se (x,), converge para a, entdo a é o unico valor de aderéncia de (z,),.

Exemplo 4.1. A sequéncia
1L,—1,1,—1,...

tem dois valores de aderéncia, 1 e —1.

Lema 4.2. O nidmero a é um valor de aderéncia de (x,), sse para todo € > 0 existe um
conjunto infinito de indices n para os quais
|z, —a| <e.

Demonstragao. Se a é um valor de aderéncia de (z,),, entdo existe uma subsequéncia (x,, )k
tal que

lim z,, = a.
k—o00

Dado ¢ > 0, existe k. € N tal que se k > k. entao |z,, —a| <e.
Logo, os indices n, com k > k. satisfazem a propriedade desejada.

Vamos provar a reciproca. Suponha que para todo € > 0, a desigualdade
|z, —al <e¢
vale para um numero infinito de indices.

Para ¢ = 1 existe um nimero infinito de indices n tal que |z, — a| < 1, em particular existe
ny € N tal que |z,, —a| < 1.

Para e = % existe um numero infinito de indices n tal que |z, —a| < 1/2, em particular existe
ny > ny tal que |z, —a| < 3.

Suponha construidos os indices n; < ng < ... < ng com |z,, —a|l < 1/i parai=1,... k.
Para ¢ = k+r17 a desigualdade |z, — a| < k%l vale para um numero infinito de indices, e em
. . 1
particular existe nj, > ny tal que |z, ,, —al < g
Por indugao, para todo k € N existe ny € N tal que ny < ngo < ... <np < ngy1 < ...e

|0, — a] < 1.

.1 . -

Como lim — = 0, concluimos que lim |z,, —a| = 0, ou seja, lim z,, = a, completando a
k—o00 k—o00 k—o0

prova do lema. O

Teorema 4.3. Toda sequéncia limitada possui um valor de aderéncia.

Demonstra¢ao. Vamos usar o teorema dos intervalos encaixados. Seja (z,), uma sequéncia
limitada, entdo existem m, M € R tais que m < x,, < M para todo n > 0. Sejam Iy = [m, M|
e ng =0, entdo z,, € Iy e |Iy]| = M — m.

Dividimos [ em dois subintervalos fechados do mesmo comprimento. Um deles (pelo me-
nos) deve conter um ndimero infinito de indices n € N com n > ny. Denotamos um desses
subintervalos por I;. Entao, seja ny > ng tal que x,, € I, I C Iy, I é fechado, || = M;m e
Ly € [1.
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Construidos intervalos fechados I, C I_; C ... C I} C Iy com |I;| = % eng > Ng_q1 >
... > N1 > ng, T, € Ii, dividimos [, em dois subintervalos fechados, de comprimentos iguais,
e denotamos por [, um deles que contém um nimero infinito de pontos x,, com n > n.

Seja nyy1 > ny tal que zy,,,, € Iy, Entao Iy C I, 4y ¢ fechado, |[j4q] = u—;' = 1\241;7;1 e
l’nk+1 € Ik+1.

Por indugao temos uma sequéncia {I;}r>o de intervalos fechados encaixados com |I| =
(Mz_km) — 0 e uma subsequéncia (z,, )i tal que x,, € I para todo k > 0.

Pelo teorema dos intervalos encaixados, existe (pelo menos) um ponto a € I para todo

k> 0. Como z,, € I, segue que |z,, —a| < |[I]| = (MQ_km)

. Logo z,,, — a quando k — oco. [

5. SEQUENCIAS DE CAUCHY
Seja (x,), uma sequéncia de nimeros reais. Se

lim z, = a,
n—oo

entao eventualmente, todos os termos da sequéncia estao perto de a, logo perto um do outro.
Intuitivamente, este é o conceito de sequéncia de Cauchy: uma sequéncia tal que eventual-
mente seus termos estao arbitrariamente proximos entre eles.
Toda sequéencia convergente é de Cauchy. Veremos que no espaco R, a reciproca também é
verdadeira.

Defini¢ao 5.1. Uma sequéncia (z,), de nimeros reais é uma sequéncia de Cauchy se para
todo € > 0 existe n. € N tal que se n,m > n. entdo |z, — x,| < .

Teorema 5.1. Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragdo. Seja € > 0. Portanto existe n. € N tal que se n > n. entdo |z, —a| < 5. Sejam
n,m > n.. Logo
£ €
Ty — x| = |2n —a+a—xp] < |z, —al+|a—z,| < 54-528,
mostrando que (z,), ¢ uma sequéncia de Cauchy. [ OJ

Lema 5.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracao. Seja ¢ = 1. Portanto existe n; € N tal que se n,m > ny entao |z, — x,,| < 1.
Em particular, para todo n > ny, |z, — x,,| < 1, o que implica z,,, — 1 < z,, < x,, + 1.
Sejam M = max{xg,...,Tn,—1,Tn, + 1} e m =min{zg, ..., Tpn,—1,Tn, — 1}.

Entao claramente para todo n > 0, m < x, < M, provando que (z,), é limitada. [

Teorema 5.3 (Critério de Cauchy). Toda sequéncia de Cauchy € convergente.

Demonstragao. Seja (x,), uma sequéncia de Cauchy. Entao ela é limitada e por um teorema
anterior, possui uma subsequéncia convergente:

lim z,, = a.
k—ro0

Vamos provar que na verdade lim z, = a.
k—o00

Seja € > 0. Como klim T, = a, existe k. € N tal que se k > k. entao
—00

€
|z, —al < 3"

Como (z,), é Cauchy, existe n. € N tal que se n,m > n. entao
€

|zp — x| < 7
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Seja N. = max{k.,n.}. Se k > N. entdo, como ny > k, temos que

£ g
|xk—a|:|xk—xnk+$nk—a|§|xk—xnk|—|—|xnk—a|<§+§:5,

provando que (z); é convergente. O

6. LIMITE INFERIOR E SUPERIOR

Seja (x,), uma sequéncia limitada de nimeros reais. Entao existem m, M € R tais que
m<z, <M Vn.
Para todo n € N, seja
a, = inf{x,, x,11,...}
= inf{z; : k > n}.

Observe que para todo n € N,
m < a, <M,

An+1 2 Qp,.
A segunda afirmacao vale porque

{Tn, Tny1, ...} D{Tps1,...}
e se A C B sao conjuntos limitados, entao
infA>infB
sup A < sup B.

Segue que a sequéncia (a,), ¢ ndo decrescente e limitada, portanto é convergente, e

lim a, =supa,
n—oo n>1

= sup inf z,
n>1k2n

se chama o limite inferior da sequéncia inicial.
Similarmente, para todo n € N, seja

by, = sup{Tn, Tni1, Tni2, ...}
= sup{zy : k > n}.
Entao para todo n € N,
m<b, <M,
b1 < by.

Portanto (b,), converge e

lim b, = inf b,
n—o0 n>1

= inf sup x;,
n2l g>n

se chama o limite superior da sequéncia.

Portanto, dada uma sequéncia limitada (zy,),, definimos

m O limite inferior
liminf z, = lim inf x;
n—00 n—oo k>n

= sup inf zy, .
n>1 k>n
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» O limite superior
limsup z,, = lim sup zy
n—o00 n—=00 >n

= inf )
pfup @y
Observacao 6.1. Claramente temos que para todo n € N,
a, = inf{xy, : k > n} <sup{xy : k > n} = b,,

portanto
liminf z,, <limsupx,.
n—oo n—o00

Teorema 6.1. Seja (z,), uma sequéncia limitada. Entdo, o liminfx, € o menor valor de
n—oo

aderéncia da sequéncia (x,), e, similarmente, o limsupx, é o maior valor de aderéncia da
n—0o0

sequéncia (Ty)n.
Demonstra¢ao. Vamos provar a primeira afirmacao (a segunda é exercicio).

1) O primeiro passo é provar que a = liminf z,, é um valor de aderéncia.
n—oo

Seja € > 0. Basta mostrar que hd uma infinidade de termos z,, em (a — ¢,a + ¢€).
Lembre-se que

a = lim a,
n—o0o

onde
a, = inf{xy : k > n}.
Entao existe n. € N tal que se n > n., entao a, € (a —€,a + ¢).

Logo, para todo k > n, x; > a, > a — €.
Por outro lado, como a,, < a + ¢ e a, é a maior cota inferior de {x) : k > n}, existe k, > n
tal que xp, <a+e.

Segue que xy, € (a —e,a+ ¢€).
Concluimos que para todo n > n., existe k, > n tal que xy, € (a —¢,a + €), entdo existe
uma infinidade de termos da sequéncia (z,), que pertencem ao intervalo (a — €, a + €).

Logo, a = liminf z,, é um valor de aderéncia da sequéncia.
n—oo

2) Vamos provar que ¢ = liminf x,, é o menor valor de aderéncia de (x,),.
n—oo

Seja z um valor de aderéncia qualquer. Entao existe uma subsequéncia (z,, ), tal que

lim z,, = .
k—o0

Lembrando que
a = lim a,,

n—oo
onde
a, = inf{x, : { > n},
temos que
an, = inf{z, : £ > ny},
e dai
Uy < Xy
Portanto, como
fim o, =
concluimos que a < x.
Logo, a é o menor valor de aderéncia. 0
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Corolario 6.2. Uma sequéncia limitada (x,), € convergente se e somente se

lim inf z,, = lim sup x,,.
n—00 n—00

Neste caso, lim x, = liminf x,, = limsup z,,.

n—o0 n—0o0 n—oo

Observacgao 6.2. Lembre-se que

lim z, =a quando
n—oo
Ve>0 dn.eN
tal que

se n > n. entdo |z, —al < e.
Vamos descrever a negacao dessa afirmacdo. O limite de (x,), nao é a significa:

deg >0 e VneN 3Tk, >n
tal que

|z, — al > eo.

Prova do corolario. “=”  Suponha que

lim z, = a.
n—o0

Vamos provar que

lim infz, = a = lim supxz,
n—oo n—oo

Toda subsequéncia de (z,), converge para a, entdo a é o tnico valor de aderéncia.
Logo, lim inf x,,, que é o menor valor de aderéncia de (z,),, tem que ser a.
n—oo

Similarmente, lim sup x,,, que é o maior valor de aderéncia de (x,),, tem que ser a também.
n—oo

“<”  Suponha que

liminf z,, = limsup z,, = a.
n—00 n—oo

Vamos provar que

lim x, = a.
n—oo

Pela hipétese, a é o unico valor de aderéncia de (z,),

Se a nao é o limite de (x,),, pela observagao anterior, existem £y > 0 e uma subsequéncia
(2, )n tal que para todo n,

|zy, — al > eo.

Mas (xy,) € limitada, portanto existe uma (sub)subsequéncia (zy,, )¢ convergente.

Como a é o tnico valor de aderéncia de (x,),, tem-se

A Py =
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contradicao com o fato de que
Iknz - CL| Z €0,
para todo /.
Entao ¢ = lim z,. O

n—oo

7. LIMITES INFINITOS

H&a uma diferenca entre os comportamentos das sequéncias divergentes

1,-1,1,—-1,...
por um lado, e
1,2,3,...,n,...
ou
—-1,—-2,-3,...,—n,...
ou
1,2,2%,...,2"

P

por outro lado.

Defini¢ao 7.1. Uma sequéncia (z,), tende para oo, e escrevemos

lim z,, = co
n—oo

se para todo A > 0 existe ny € N tal que se n > ny entao

Ty, > A.

Similarmente,

lim z, = —
n—oo

se para todo A > 0 existe ns € N tal que se n > n4 entao

T, < —A.
Exemplo 7.1.
lim n = o0
n—oo
lim (—n) = —o0
n—oo

Exemplo 7.2. Se a > 1 entao

lim a" = oo.
n—oo

De fato, por um exercicio anterior, para todo A > 0 existe N € N tal que

aV > A.
Logo, se n > N, a® > a" > A.
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Teorema 7.3. (Propriedades algébricas com limites infinitos)

Se lim z, = 00 € (Yyn)n € limitada inferiormente, entao
n—o0

lim (z,, + y,) = o0.
n—oo

Demonstracao. Existe m € R tal que

Yo > m  Vn.
Seja A > 0. Como nh_)IIOlo T, = 00, existe na tal que se n > n4, entao
T, >A—m
Logo
Tn+yn>(A—m)+m=A,
provando a afirmacao. 0
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