MAT 1605 Introdugao a Andlise 2026.1

CAPITULO 6. SERIES DE NUMEROS REAIS

SUMARIO
S ] 4
[2.  Séries absolutamente convergentes| )
13._>éries alternadas| 11
Seja
A1,A2,...,0n, ...

uma sequencia infinita de nimeros reais.
O objetivo é definir a soma infinita (ou a série)

a+as+...+a, + ...
Consideramos as somas finitas:
S§1=m
So = a1 + a9
Sp=a; +ag+ ...+ a,.
chamadas de somas parciais.
A soma infinita
ap+as+...+a, + ...
serd o limite das somas finitas s,, quando n — oo, se o limite existir. Mais formalmente,
Definicao 1. A série 2@1 a, ¢ convergente se a sequéncia de somas parciais
Sp,=a1+...+a, Vn>1

¢ convergente. Neste caso, a soma da série é

oo

g a, = lim s,.
n—oo

n=1

Exemplo 0.1. Seja a € (0,1) e considere a série geométrica
S
n>0

Como as somas parciais tém uma féormula fechada,

-1
snzl—i—a—i—...—i—an_l:a ,
a—1
e como lim,,_,, a™ = 0, j& que a € (0, 1), concluimos que
. 0—1 1
lim s, = —— = .
n—00 a—1 1—a

. n
Portanto, a série ) ., a" converge e
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Exemplo 0.2. A série
L4141+, =) 1
n>0
nao converge (diverge), ja que suas somas parciais
Sp,=1+...+41=n

formam uma sequéncia divergente para +o0.
Além disso, a série geométrica
g a", coma>1,

n>0
também diverge, ja que
Sp=14+a+...+a">1+1+...+1=n.
Como lim,, 4 s, = +00, tem-se que s, nao converge.

Exemplo 0.3. A série

D) =14 (=1 +1+(-1)+...

n>0
diverge. Isto é porque suas somas parciais com indice par

Sop=14+(-1)+...41+(=1)=0,
logo a subsequéncia sg, — 0, enquanto

Sopi1 =14+ (=1)+...+1=1—1.
Teorema 0.4. Se anl a, € uma série convergente, entao a, — 0.

Demonstracao. Observe que as somas parciais sao

Sp=0a1+ ...+ ap,
Sp—1 — Q71 + ...+ Qp—1-
Logo, a,, = s, — Sp_1.
Como 2@1 a, converge, existe lim,,_,, s, =S € R.
Portanto,
lim a, = lim (s, —s$,-1)=5—-5=0. O
n—oo n—oo
O
Coroldrio 0.5. Se a sequéncia (a,)n>1 nao converge para 0, entdo a série ) -, a, € divergente.
Isso mostra imediatamente que as séries ) - a" com a > 1, Y 1, > (—1)" sdo divergentes.

Exemplo 0.6. A série )
De fato, observe que

n>1 m ¢ convergente.

1 I n+l—-n 1
n n+l nrn+l) nn+l)
Portanto, as somas parciais

1 1 N 1
PR (n+1)
A 1 11
B 2 3 n n+1
1
—1-
nt1
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E dai,

1
lim s, = lim (1— ):1—0:1.

n—o00 n—00 n+ 1

Portanto, a série converge e

1
2

n>1
Exemplo 0.7. A série harmonica
1
P
n>1
é divergente.

Para verificar essa afirmagao, consideramos as somas parciais com indices poténcias de 2, ou
seja,

TR
Son = — =t —.
2 23 on
Vamos considerar os primeiros termos dessa sequéncia:

81:1,

1
52:1+§7

1 1 1 1 2.1 1
144 (=4= 4+ -+ 44 -=142.-
54 +2+(3+4>> +5+ + =+ + ,

TEERIIY (P B (L [P L

Sg = — — — — — — — — fp— P—
8 2 3 4 5 6 7 8 2 4 8
= +1+1+1— +3 L
a 2 2 2 2

Desse modo é facil perceber que, em geral,

1+1+ 1+1 +t L + +1
Son = — — — -
2 2 3 4 on—1 on

1 1 w1
>1+-+2 4420 —

2 22 2n
:1_{_14_1_}_..._’_1
2 2 2
—ltn-
2

Como lim,, s (1 +n- %) =00e Sy >1+n- %, tem-se

lim s9n = o0.
n—oo

Portanto, a sequéncia de somas parciais (s, ),>1 nao pode convergir (possui uma subsequéncia
divergente), logo a série

diverge.
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1. SERIES SEM SINAL

Vamos considerar o caso especial (mas muito importante) de séries
> an
n>1

com termos nao negativos (ou sem sinal), i.e. a, >0 Vn > 1.
Observe que as somas parciais satisfazem

Sp41 = Q1+ Ap + A
= Sp + Apy1 > Sp.
Ou seja, Sp,11 > S, para todo n > 1.
Portanto, a sequéncia (s,),>1 ¢ ndo decrescente.
Lembre-se que uma sequéncia nao decrescente é convergente sse é limitada superiormente,
sse possui uma subsequéncia limitada superiormente.
Portanto, uma série sem sinal
Z a, (a,>0Vn)
n>1
converge sse existe M € R tal que

Sp=a1+ - -4+a, <M VYn>1.

Teorema 1.1 (Critério de comparacao). Sejam Y . a, € > -, b, duas séries sem sinal, e
suponha que
0<a,<b, Vn>1.

(1) Se ) . < b, € convergente, entdo ), -, a, € convergente também.

(ii) Se > -, a, € divergente, entio ) ., b, € divergente também.
Demonstragao. Sejam

Sp=ap+ -+ ap, Un:b1++bn
as somas parciais das duas séries. Como a,, < b, Vn > 1, tem-se
Sp <o, Vn>1.

Se > -, b, converge, entao (0,), ¢ limitada superiormente. Logo, (s,), também ¢ limitada
superiormente, entao ) ., a, converge. O

De modo andlogo, se ), -, a, diverge, entdo (s,), nao é limitada superiormente, entao (o),
nao ¢ limitada superiormente, e entao ) ., b, diverge.

Exemplo 1.2. Vamos considerar a p-série
1

np’
n>1

onde p > 0.
Vamos mostrar que a série diverge se p < 1 e converge se p > 1.
m p < 1: Para todo n > 1, tem-se n? < n! = n, entao
1 1
>
nP - n
Como > -, % diverge, pelo critério de comparacao,
1

np
n>1

diverge também.
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= p > 1: Vamos mostrar que a subsequéncia (sgn_1),>1 ¢ limitada superiormente. Como
ja vimos, isso sera suficiente para concluirmos a convergéncia da série.
De fato,
1 1 1

32”—1:1+§+3—p+"'+w

SR (L R (R L
2 ' 3 v " e (20— 1)

Logo,
1 1 1 1
82n71<1+2'§+4'5+“‘+2 W
Isto é,
n—1 1 k
=143 ()
k=0
Seja a = ey
Como p > 1, tem-se p — 1 > 0, entao 2°~! > 1, e logo
a=g <
Logo, a série
1 \" n
> (5) - 2o
n>0 n>0
converge, entao suas somas parciais formam uma sequéncia convergente, logo limitada
superiormente.
Como

n—1 1 k
<X ()
k=0

concluimos que (sgn_1),>1 ¢ limitada superiormente.

2. SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

Comegamos com um critério geral de convergéncia para séries com (ou sem) sinal, a saber, o
critério de Cauchy.

Teorema 2.1 (Critério de Cauchy). Uma série
D> an
n>1
¢ convergente se, e somente se, para todo € > 0 existe n. € N tal que, para todon > n. ep € N,
’an+1 + Qpyo + -+ aner’ < E.

Demonstragao. A série ) ., a, converge se, e somente se, suas somas parciais (s,) formam
uma sequéncia convergente.

Pelo critério de Cauchy, (s,) converge se, e somente se, (s,) é uma sequéncia de Cauchy, isto
¢, para todo € > 0 existe n. € N tal que, se n > n. e p > 1, entao

|Sntp — S| < €.
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Mas claramente
Spip — Sn=(1+ -+ ay+ app1+ -+ apyp) — (@1 + -+ ay)
=0apt1 +-- + Antps
logo |ant1 + -+ + angp| < e d
Definig¢ao 2. Uma série ) ., a, é absolutamente convergente se a série dos valores absolutos
2 lan]
n>1

é convergente.

Teorema 2.2. Se a série ), -, a, € absolutamente convergente, entdo ela € convergente. Em
outras palavras, se

E la,| converge, entao E a, converge também.
n>1 n>1

Demonstragcao. Como Y -, |a,| converge, pelo critério de Cauchy, dado € > 0 existe n. € N
tal que, para todon >n. e p > 1,

|@pga] + -+ |an+p| <e&.

Mas
|an+1 + an+p| < |an+1| +oee |an+p|7
logo |ap+1 + -+ - + angp| < €, mostrando, via o critério de Cauchy, que a série

S

n>1

¢é convergente. 0

Observacgao 2.1. Vemos ver que a série

1 1 1 1
S L S e T E
;( ) n 2+3 4Jr

é convergente. Porém,

D

1 1
-1 n+1— — E -
( ) n‘ n
n>1 n>1

é a série harmonica, uma série divergente. Portanto,

Sy

n>1

é convergente, mas nao absolutamente convergente.

D an

n>1
uma série de numeros reais e suponha que o limite abaixo exista.

Teorema 2.3 (O teste da raiz). Seja

lim /|a,| = a
n—oo

(1) Se a <1, entao a série Y, ., a, converge absolutamente.
(ii) Se a > 1, entdo a série Y., -, a, diverge.
(i4i) Se a = 1, o teste € inconclusivo (ndo fornece nenhuma informacdo sobre a convergéncia
da série).
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Demonstragao. (i) Seja o € (a,1). Como lim,_,+ {/|a,| = a < 0, existe n. € N tal que

Vl|an| <o paratodo n > n..

Logo, |a,| < o™ para todo n > 1.
A série geométrica »_ ., 0" converge, ja que o < 1. Pelo critério de comparacao, > -, |ax|
converge também (pois |a,| > 0). Logo, > ., a, converge absolutamente.

(i) Seja agora R € (1,a). Como lim, o ¥/|a,| = a > R, existe n; € N tal que

Vl|an| > R para todo n > ny,

isto é, |a,| > R" para n > n;.
Mas ) ., R" diverge, j& que R > 1. Portanto, > ., a, diverge. O

Como R > 1, tem-se

lim R" = oo.
n—oo

Mas |a,| > R" para n > ny, logo

lim |a,| = occ.
n—oo

Em particular, a,, /4 0 quando n — oo, logo > a,, diverge.
(iii) A série Y -, L diverge. Seja a, = =, entdo

{V\aﬂzﬁz ! — 1 quando n — oc.
n  n

Por outro lado, Y, -, -5 converge, e quanto a ela

1 1 1/n
"—2:(—2) — 1 quando n — oo.
n n
Logo, existem séries Y a, com
lim {/|a,| =1
n—oo

que sao convergentes, e também que sao divergentes.

Exemplo 2.4. Considere a série

Zna":a+2a2+3a3+---

n>1

(onde a € R). Vamos verificar sua convergéncia.
De fato, seja a,, = na™. Entao

Vanl = ¥/n /lal" = /nlal.

Como lim,, o, /n =1 (isso deve ser explicado!) segue que

lim {/|a,| =1-|a| = lal.

n—oo

Se |a|] < 1, concluimos que ) ., na” converge. Se |a| > 1, Y ., na™ diverge.

Se |a| =1, entdo a =1 oua = —1. -

Se a = 1, a série se torna »_ n, que evidentemente diverge. Similarmente, se a = —1,
> n(—=1)" diverge, ja que n(—1)" 4 0.
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Teorema 2.5 (o teste darazao). Seja ), -, a, uma série de mimeros reais a, # 0 Vn. Suponha
que exista o limite

li ‘anJrl‘ _
(i) Se ¢ < 1 entdo a série ), -, a, converge absolutamente.
(ii) Se ¢ > 1 entdo a série Y. ., a, diverge.
(iii) Se ¢ = 1 o teste é inconclusivo.

Demonstragao. (i) Suponha que ¢ < 1 e seja o € (¢,1). Como

li [n 1] =c<o,
n—00 ]@n|
existe ng € N tal que Vn > ny,
|an+1|
<o
||

= |ans1| < olay.
Por indugao,
|am)+k| < Gk|QNO| Vk > 0.
Dali,
|, |
|ng k] < 0 Jan,| = Uka_zz'

. a ’
Seja A = ‘0%0‘ Concluimos que

lam| < Ac™ Vm > ny.

ZAJ’":A Zam

m>ng m>ng

Como a série

é convergente, ja que o € (0, 1), pelo critério de comparagao,
D lanl
n>ng

¢ convergente também.
Logo ), |as| é convergente, portanto ) -, a, é absolutamente convergente.

(ii) Suponha que ¢ > 1 e seja R € (1,¢). Como

lim —’anﬂl =c> R,

n—oo  |ay,|

existe ng € N tal que Vn > ny,

|a’”+1| Z R
|l

= |ans1| > Rlay|.
Por inducao, para todo k € N e n > ny.

|ani] > R¥an|.

Como R > 1 e a,, # 0, tem-se

lim R¥|a,,| = oo,
k—o00

logo

lim |apyti| = 00.
k—o00

Em particular, a,, / 0 quando n — oo, logo > a,, diverge.
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(ili) A série 3, + diverge e a razao

1 1
[(n+]) _ » — 1 quando n — oo.

I/n  n+l
Por outro lado, a série ) ., n_12 converge, enquanto a razao
1/(n+ 1) n?
[(n+1) = — 1 quando n — oc.
1/n? (n+1)2
Portanto quando ¢ = 1, a série pode ser convergente ou divergente. 0

Exemplo 2.6. Vamos considerar a série

n

>

n>0
onde r € R.
Seja
.,L.Tl
Ay — —T.
n!
Entao
L I e

— 0 quando n — o

an| (D fefr T on 1
independentemente do valor de x € R.
Como 0 < 1, pelo teste da razao concluimos que a série

converge absolutamente.
Vamos examinar a relacao entre o teste da raiz e o teste da razao.

Teorema 2.7. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros positivos. Se existe

. an+l
lim

=C
n—00  (y,

entao também existe

lim Va, = c.

n—oo

Demonstragao. Seja € > 0. Como
lim An1

:C7
n—oo Oy

existe n. € N tal que Vn > n.,

an+1

—c|<e
an

Ap+1

=>c—ec< <c+e¢

Qn

= ay(c—¢) < apy < a, (c+e).
Por indugao, para todo k > 1en > n,,
an(c— &) < apyr < anlc+e)F,
logo

(c—e)"™* <, < (c+e)"tF,

(c+eo)
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Denotamos m =n, + k, A = (Cf’sns , B= (cigns' Entao para todo m > n.,

Alc—e)" < a, < Ble+e)™.

= YVA(c—¢) < fam < VB(c+e).

Portanto
lim inf W(C —¢) < liminf /a,,,
m—r0o0 m—00
limsup %/, < limsup VB (c+¢).
m—00 m—00
Mas
lim VA=1 e lim VB=1.
m—00 m—00
Logo,
¢ — ¢ <liminf /a,,,
m—0o0
limsup Wa,, < c+e.
m—0o0

Dai, para todo € > 0,
¢ —e¢ < liminf ¥/a,, <limsup Wa,, < c+e¢.
m—co m—00
Logo, passando ¢ — 0,

liminf %/a,, = limsup ¥/a,, = c

m—00

m—00
= lim a,, = c.
m—0o0
O
A prova acima usou o seguinte resultado.
Lema 2.8. Seja A > 0. Entao
lim /A =1.
n—oo
Demonstracao. Se A > 1, por indugao (C/Z) é nao crescente e VA > 1. Logo existe
(= lim VA
n—oo
com ¢ > 1.
Por outro lado,
VA= (%/Ay
Logo
(=0FP=0=0 ou (=1.
Como ¢ > 1 segue { = 1.
O caso A < 1 é similar. O

Exemplo 2.9. Vamos usar o teorema anterior para mostrar que

1
lim =0.
n—o0 \/ml
De fato, seja a,, = % Entao
n 1 1
Intl _ -nl = — 0 quando n — oo.
an, (n+1)! n+1
Logo
. 1 .
i 7 = i, /o =0
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3. SERIES ALTERNADAS

Vamos mostrar que embora a série

é convergente.
Vamos comegar com um resultado bem mais geral.

Teorema 3.1 (Teste de Dirichlet). Seja E a, uma série (nao necessariamente convergente)
n>1
cujas somas parciais S, = ai + - - - + a, formam uma sequéncia limitada.

Seja (bn)n>1 uma sequéncia nao crescente com lim b, =0 (abreviamos b, | 0).
- n—00

Entao a série E a,b, € convergente.
n>1

Demonstracao. Temos
a1by + asbs + asbs + ... + a,b,
= ai(by — bg) + aghs + agbs + ... + a,b,
= a1(by — b) + (a1 + a2)(ba — b3) + (a1 + a2)bs + azbs + ... + a,b,
= ay(by — be) + (a1 + az)(bs — b3)
+ (a1 +ag+asz)(bs —by)+ ...+ (a1 + ...+ a,)b,
— bo) + S2(by — b3) + s3(bg — by) + ... + Spbp

(b1
Z Sk(bk — bk+1) + Snbn.
k>1

Como a sequéncia (s,),>1 ¢ limitada, existe M € R tal que
|sp] <M Vn > 1.
Além disso, by, > byyq entao |by — bry1| = (bp — bgr1). Portanto
Z |8k (bk — br11)| < MZ(bk — bgt1)-
k>1 k>1

Sendo uma soma telescopica, e como lim b, = 0, tem-se
n—oo

> bk = bryr) = lim Z b — biyr) = lim (by — b,) = by.
k=1

Pelo critério da comparagao, Z Sk(bk—1 — by) converge (absolutamente).
Finalmente, como a sequéncia (s,),>1 ¢ limitada e b, — 0 quando n — oo, segue que

lim s,b, = 0.
n—oo

Z anbn = Z Sn(bn - bn+1) + Snbn

n>1 n>1

Concluimos que a série

converge. 0
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Corolario 3.2 (Abel). Se > a, converge e b, | 0 entdo Y a,b, converge.

A afirmacdo é evidente, ji que se > a, converge, entdo suas somas parciais formam uma
sequéncia convergente, logo limitada, e o teorema anterior ¢ imediatamente aplicavel.

Corolario 3.3 (Leibniz). Se b, | 0 entao >_(—1)"'b, converge.

Demonstragao. De fato, seja a,, = (—1)""!, entao
Sp,=1—-141—-14...£1=0 oul,

dependendo da paridade de n. De qualquer forma, |s,| < 1, entdo o teorema de Dirichlet é
aplicavel e a conclusao segue. 0

Definicao 3. Uma série convergente mas nao absolutamente convergente se chama condicio-
nalmente convergente.
Por exemplo Y (—1)"% ¢ condicionalmente convergente.
n

Questao: Seja Y a, =a; +as+ ...+ a, + ... uma série de niimeros.

A ordem na qual somamos os termos da série importa?

(Observe-se que no caso de uma soma finita, a ordem nao importa, a adi¢do é comutativa.)

A resposta é: para séries sem sinal, nao importa.

Mas para séries com sinal, importa.

Na verdade, dada uma série condicionalmente convergente » a,, podemos mudar a ordem
dos seus termos para obter uma série convergente para qualquer nimero dado.
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