MAT 1605 Introdugao a Andlise 2026.1

LISTA 9. LIMITES E CONTINUIDADE DE FUNCOES

Exercicio 1. Sejam f: X - R, a € X' e L € R. Prove que lim f(z) = L se, e somente se,
Tr—a

dada qualquer sequéncia (x,), C X com x, # a para todo n, se x,, — a entao f(z,) — L.

Exercicio 2. Prove que uma funcao f: X C R — R ¢é continua se e somente se a pré-imagem
de qualquer conjunto aberto é relativamente aberta em X, isto é, se U C R é aberto, entao
existe D C R aberto tal que

f(U)y=DnX.

Exercicio 3. Prove que uma funcao f : X C R — R é uniformemente continua se e somente
se a imagem de qualquer sequéncia de Cauchy em X é uma sequéncia de Cauchy em R isto é,
se (), C X é uma sequéncia de Cauchy, entao

(f(xn))n CR

também é uma sequéncia de Cauchy.

Exercicio 4. Prove que se f : X C R — R ¢ uniformemente continua e X é um conjunto
limitado, entao f(X) é limitado também.
Dica: Uma opcao é fazer uma prova por contradicao e usar o exercicio anterior.

Exercicio 5. Seja a > 0 e defina a funcao

f:]a,00) = R, f(x) =+z.
(1) Prove que se a > 0, entao f é Lipschitz continua.
(2) Prove que se a = 0, entao f nao é Lipschitz continua.
(3) Prove que se a = 0, entdo f é 3-Hélder continua.
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