MAT 1605 Introdugao a Andlise 2026.1

SOLUCOES DO PRIMEIRO EXAME

Numero total de pontos: 80.

Exercicio 1. (15 pontos) (i) Defina o conceito de fungao sobrejetiva.

(ii) Sejam f: A — B e g: B — C duas fungoes. Mostre que se g o f é sobrejetiva entao g é
sobrejetiva também.

Demonstragao. (i) Uma funcao f : X — Y é sobrejetiva se para todo y € Y existe x € X tal
que f(z) =y.

(ii) Sejam f: A — B e g: B — C duas fungoes tais que go f: A — C é sobrejetiva.

Seja ¢ € C'. Entao existe a € A tal que go f(a) = ¢, e dali,

g9(f(a)) =c.

Portanto, para b = f(a) € B temos que
g9(b) = ¢,

mostrando que g é sobrejetiva. 0

Exercicio 2. (15 pontos) No conjunto N de nimeros naturais consideramos a relagao “m divide
n”, ou seja
m|n se existe k € N tal que n=m- k.

Prove que | é uma relagdo de ordem em N.

Demonstrag¢ao. Vamos provar que a relagao | é reflexiva, antissimétrica e transitiva.
(i) Reflexividade: para todo n € N, n|n ja que n =n - 1.

(ii) Antissimetria: suponha que m|n e n|m. Entao existem k, ¢ € N tais que
n=m-k e m=n-/(.
Logo
m=n-{=m-k)-£L=m-(kl),
e dai, m =m - (kf).
Temos dois casos:
m se m # 0 entao k¢ = 1, portanto k = £ = 1, mostrando que m = n.
msem=0,comon=m-k=0- k=0, também concluimos que m = n.
(iii) Transitividade: se m|n e n|p entdo existem k, ¢ € N tais que
n=m-k e p=n-/.
Segue que
p=nl=(m-k)-L=m-(kl),

e dai m|p.
Portanto | é uma relacao de ordem em N.
O
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Exercicio 3. (15 pontos) Prove que para todon > 1,

4B+ 224+ 4 n?) =n*(n+ 12

Demonstracao. Usamos indugao matematica para provar que Vn > 1, vale a propriedade
P(n): 4(1*+2°+---+n)=n*(n+1)%
= Base da indugao: n = 1. A propriedade P(1) se torna
4-13=1%.2°
4 =4,
que é verdadeiro.
= Passo indutivo: suponha que P(n) seja verdadeira, isto é,
4P+ 28 + -+ 0°) =n?(n+ 1)%
Vamos provar P(n + 1). De fato,
4P 4224+ 0P+ (n+ 1))
=413+ +n®) +4(n+1)°
=n*(n+1)>+4(n+1)* (pela hipétese indutiva)
= (n+1)2(n*+4(n+1))
= (n+1)*(n*+4n +4)
= (n+1)*(n+2)*
Assim provamos P(n + 1).
Pelo principio da indug@o concluimos que P(n) seja verdadeira para todo n > 1. O

Exercicio 4. (20 pontos) (i) Defina o conceito de conjunto finito.

(ii) Seja X um conjunto finito com n elementos, onde n € N. Prove que P(X), o conjunto
de todos os subconjuntos de X tem 2" elementos.

Demonstracao. (i) Um conjunto X é finito se ele é vazio ouse existemn € Nyn > 1lep: [, - X
bijetiva, onde I,, = {1,2,...,n}.

(ii) Usamos indugao matemdtica para provar que:
se card X =n entdo card P(X) = 2"

m 1° passo: n = 0. Neste caso X = (), entao P(X) = {0} e
card P(X) =1=2°.
= Passo indutivo: suponha que dado qualguer conjunto X com card X = n, tem-se
card P(X) = 2™
Seja Y um conjunto com card Y = n + 1, entao
Y = {y17 <oy Yn, yn-‘rl}'
Seja X = {y1,...,Yn}, entdo card X =neY = X U{y,11}.

Dado um subconjunto A C Y, ou A nao contém vy, 1, e neste caso A C X, ou y,11 € A, e
neste caso A = A" U {y, 41}, onde

A= A\{ynn1} C X

Portanto
PY)={A: ACc X} U{A U{y1}: A C X}
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O conjunto {A: A C X} = P(X) tem cardinalidade 2" pela hipdtese indutiva.
Além disso, como a fungao ¢ : {A': A" C X} —» {A U{yn1}: A C X},
p(A) = AU {ynr1}
¢ claramente bijetiva, temos que
card {A"U{yp1}: A Cc X} =card {A: A C X} =card P(X) =2".
Concluimos que
card P(Y) = 2" + 2" = 2"+1,
Pelo principio da indugao, a conclusao segue. O

Exercicio 5. (15 pontos) Dado um conjunto X, denotamos por 2% o conjunto de todas as

funcdes f: X — {0,1}. Prove que P(X) e 2 tém a mesma cardinalidade.

Demonstracao. Definimos a funcao
¢ :P(X) — 2%,
p(A) = 14,
onde 14 é a fungao indicadora de A, ou seja,
14: X = {0,1},
1 sexeA
Lafe) = {O sex ¢ A.
Observe que dados dois subconjuntos A, B C X,
A=B sse 1j4=1pg,

ja que um elemento x € A sse 14(x) =1ex ¢ Asse 1a(x) =0.

Isso mostra que a fungao ¢ é injetiva: se p(A) = p(B) entdo 14 = 15 e dai A = B.

Além disso, seja f : X — {0,1} uma fungao qualquer (em outras palavras, seja f € 2%).

Definimos o conjunto
A={zeX: f(zx)=1}.
Logo
A°={xr e X : f(z) = 0}.
Portanto f = 14, e dai f = p(A), mostrando que ¢ é sobrejetiva.

Concluimos que ¢ : P(X) — 2% ¢ bijetiva, entdao P(X) e 2% tém a mesma cardinalidade. [
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