MAT 2502 Analise complexa 2019.2

LISTA 1

Exercicio 1. Sejam 2 C C um conjunto aberto e f € H(f2) uma fun¢ao holomorfa tal que

f(2) # 0 para todo z € €. Prove que a funcao % ¢ holomorfa em €.

Exercicio 2. Prove que
X _n

exp(z) = Y =

n=0
para todo z € C.

Exercicio 3. Sejam 2 C C um conjunto aberto e conexo e f € H(£2) uma funcdo holomorfa.
Suponha que f’(z) = 0 para todo z € 2. Prove que f é constante.

Exercicio 4. Dadas duas fungoes continuas h, ¢: [0,1] — C e um conjunto aberto 2 C C tais
que 2N ¢ ([0,1]) = 0, definimos a fungao

f:Q—C, f(z)::/O %dt.

Prove que f é analitica em ().

Exercicio 5. Seja v C C um caminho suave por partes. Suponha que
fn — [ uniformemente em v quando n — oo,

onde f e {f,}n>1 s@o fungoes integraveis.
Prove que

/fn(z)dz — /f(z)dz quando n — o0.
v v

Exercicio 6. Seja () a regiao angular definida por
Q= {z €eC:iz=z+1re? r>0,0¢ [91,6’2]},

onde o vértice zy € C e os angulos 64,0, € [0, 27| sdo dados.
Suponha que f: 2 — C seja uma funcao continua tal que

Zlgglo(z —20)f(2) = a.

Prove que

R—o0

lim / f(z)dz =i(0y — 01)a,
R ‘

onde v é o caminho vg: [01,62] — C, yr(t) = Re™.

Exercicio 7. Seja f uma funcao inteira. Prove que a imagem de f é um conjunto denso em C.

Exercicio 8. Mostre que
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Exercicio 9. Sejam 2 C C um conjunto aberto e conexo e f € H(2) uma fungao tal que f # 0.
Denote por Z(f) o conjunto de todos os zeros de f em (2, isto é, Z(f) :={z € Q: f(z) = 0}.
(i) Prove que Z(f) é um conjunto discreto.
(ii) Prove que dado qualquer conjunto compacto K C €, tem-se Z(f) N K é finito.
(iii) Prove que Z(f) é finito ou enumeravel.

Exercicio 10. Sejam f € #H(f2) uma fungao holomorfa e nao constante e R = [a, b] X [¢,d] C Q
um retangulo. Prove que
inf sup inf |f(x+1iy) —t| =:¢ > 0.
te€R yeled) w€lab] | ( ) ’
Ou seja, prove que existe € > 0 com a seguinte propriedade: para todo t € R existe y € [c, d]
tal que para todo x € [a, b], tem-se

‘f(x+iy)—t| > €.

Exercicio 11. Sejam R = [0,1] x [0,1] C C e f: R — C dada por f(z) := 2% — 2z. Determine
sup {f(z)| )

ZER

Exercicio 12. Estabeleca o seguinte principio do médulo minimo.
Sejam 2 C C um conjunto aberto e conexo e f € H({2) uma fun¢ao nao constante.

(i) Suponha que |f| possua um minimo local z; € Q. Prove que f(z) = 0.

(ii) Suponha que f seja continua até a fronteira de €2, isto é, f possui uma extensao continua
f:Q — C. Prove que ou f possui um zero em €2 ou | f | atinge seu minimo somente na
fronteira de €.

Exercicio 13. Denotamos por I := {z € C: |z| < 1} o disco unitdrio aberto. Seja f € H(D).
(i) Prove que para todo 0 < r < 1,

o~ L[ 1O-IC0,

S Jge & ¢

(ii) Prove que

2f'(0) < sup |f(2) - f(w)].

z,weD

Exercicio 14. Seja f € C(D)NH (D), isto é, f é uma funcio continua no disco unitério fechado
e holomorfa no disco unitario aberto. Suponha que f(z) # 0 para todo z € D e |f(z)} = 1 para
todo z com |z| = 1. Prove que f deve ser constante.

Dica: Estenda f para o plano complexo inteiro por

f(z)= quando |z| > 1
usando a ideia da prova do principio da reflexao de Schwarz.

Exercicio 15. (i) Prove que a fungao log(1 — z) possui um ramo holomorfo em D.
(ii) Use a férmula de Cauchy para deduzir que para todo 0 < r < 1, tem-se

21
/ 1n’1 —rew}de =0.
0
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