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Introduzimos o conceito de medida com sinal e provamos o teorema de decomposicao de tal
medida como diferenca de duas medidas (positivas).

1. O CONCEITO DE MEDIDA COM SINAL

Defini¢ao 1. Seja (€2, F) um espago mensurdavel. Uma fun¢ao p: F — [—00, 00| é chamada
de medida com sinal em (2, F) se

e /1 atinge no maximo um dos valores: +00, —00

o u(@) =0

o u(Up>1E,) = > 07 1(E,) para toda sequéncia {E,},>1 C F.
Neste caso, a tripla (Q, F, 1) é um espaco de medida com sinal.

Observacao 1. Uma mediada com sinal nao é necessariamente uma funcao mondétona. Esta
é a principal perda (ou diferenga) relativamente a uma medida positiva (ou “honesta”). De
fato, dado um espaco de medida com sinal (2, F,pu), se E,F € F e E C F, entdo como
F=FEU(F\FE), teme-se

p(F) = p(E) + p(F\ E).
Portanto, se u(F' \ E) é negativo (o que pode acontecer), segue que p(F) < u(E).

Lema 1. Dado um espago de medida (2, F, i), se {Ep}n>1 C F sao disjuntos dois a dois e se

(| En)| < o0
n=1
entao

> |u(E,)| < oo,
n=1

ou seja, > -~ ju(Ey,) converge absolutamente.

Demonstragao. Para todo n > 1, denotando a,, := p(E,), temos
Zan = ZM(ER) = M(U E,) €R,
n=1 n=1 n>1

o o0
logo a série > | a, converge.
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Se > 07 | |a,| = oo, entdo a série Y~ a, ¢ condicionalmente convergente. Pelo teorema de
rearranjos de Riemann, dado qualquer niimero real M existe uma permutacao o: N — N (um

rearranjo) tal que
D tatn) =

n=1

M = Zaa(n) = ZH(EU(n)) = M(U Ea(n)) = M(U En)7
n=1 n=1 n=1 n=1

Mas

uma contradigao.
Logo, > 7 la,| < oo.
OJ

Exemplo 1. Dadas p; e pp duas medidas (honestas) em (2, F), ambas finitas, ou pelo menos
uma delas finita, temos que

[ = iy — o
é uma medida com sinal.

Por exemplo, em (R% B(R?)), p = 2% | \id,, onde \; € R e a; € R? 6 uma medida com sinal.
Além disso, = m + Zle Aidq, € uma medida com sinal também.

Note que m — #, a diferenca entre a medida de Lebesgue e a medida contagem, nao é uma
medida com sinal.

Observagao 2. Seja (€2, F) um espago mensuravel. O conjunto M(2, F) de todas as medidas
com sinal e finitas (no sentido do que p(E) € R para todo E € F) é um espago vetorial. Esse
¢ um dos motivo pelos quais o conceito foi criado.

Claramente, o conjunto M (€2, F) de todas as medidas finitas positivas ndo é um espago
vetorial, mas apenas um cone em M (), F). Ademais, Prob({2, F), o conjunto de medidas de
probabilidade em (2, F), é um subconjunto convexo no espago vetorial M(Q, F).

Exemplo 2. Sejam (2, F, 1) um espaco de medida positiva e f € L'(u), entdo / |fldp < oc.
Q

=/Afdu=/9f1Adu-

Entao v é uma medida (ﬁnita) com sinal.
De fato, escrevendo f = f* — f~, tem-se

/fdu /f*du /f .

Como fT, f~ >0 e, além disso,

/f+dﬂa/f_d,u§/|f|du<oo,

o) = [

Definimos v: F — R por

segue que

vy [ £

sao medidas positivas e finitas. Logo, ¥ = v™ — v~ é uma medida com sinal e finita.
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Trocando a hipétese f € L'(u) pela hipétese mais fraca de que f é mensurdvel e / frdu < oo

ou (ao invés de e) / f~ < o0, ainda podemos concluir que v é uma medida com sinal (mas nao
necessariamente finita).
Proposicao 1 (propriedades bésicas da medida com sinal). Seja (2, F, i) um espago de medida
com sinal.
(i) Se E,F € F,E CF e |u(F)| < 0o entdo |u(E)| < co.
(ii) Se {E,}>1 CF e E, " E, entdo
p(E) = lim p(E,).
(i1i) Se {En}n>1 CF, B, \(E d |u(Ey)| < oo, entdo
p(E) = lim p(Ey).

Demonstragao. (i) Vamos supor que p(A) # —oo para todo A € F (o caso u(A) # +oo para
todo A € F ¢ tratado similarmente).

Escrevendo F = E U (F \ E), teme-se u(F) = u(E) + u(F\ E).

Suponha por contradigao que |u(FE)| = oo, entao p(E) = +00. Como pu(F \ E) € (—oo, o00],
segue que

p(F) = p(E) + p(F\ E) = 00 + u(F\ E) = 400,

uma contradicao.

(ii) Como E, N E, tem-se

E= GEn:E1I_I(Eg\E1)|—|(E3\E2)|—|(En+1\En)“‘>

n=1

entao
p(E) = p(Ey) + p(Ey \ Er) + p(Es \ Ea) + p(Epga \ En) +

= pn(Er) + Z (B \ Ep).

n=1

Como, para todo n > 1, E,, C E,,1, escrevendo E, 1 = E, U (E,1 \ E,), tem-se
1(Epi1) = p(En) + (B \ En).

Vamos analizar dois casos.

» Se |u(E,)| < oo para todo n > 1, entdo, podemos concluir que para todo n > 1,

1(Eni1 \ En) = pi(Eny1) — p(En).

Portanto

w(E) = p(Ey) + ZM ni1 \ Bn) = p(Er) + Z En1) = p(Ey)) = lim p(Ey).

n—00
n=1

= Se existe k € N tal que |u(Ey)| = oo, entao, como Ey, C E,, C E para todo n > k, usando
item (i) concluimos que |u(E, )| = oo para todo n >k e |u(E)| = oo

Lembrando que g atinge no maximo um dos valores —oo, co, concluimos que a sequéncia
{WW(Ey) tn>k € constante (igual a —oo ou 00), entdo converge para u(E).

(iii) Exercicio. O
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2. O TEOREMA DE DECOMPOSIGAO DE HAHN

Seja (2, F) um espago mensuravel.
Dada uma fungdo mensurével com sinal f: Q — [—00, 00], 0s conjuntos

P={f>0t={xeQ: f(x) >0} e
N ={f<0}={xeQ: f(x) <0}
sao mensuraveis e formam uma particao de §2:
Q=PUN.
Além disso, ﬂp >0e f‘/\/ < 0.
Acontece que um resultado andlogo vale para medidas com sinal.

Seja p uma medida com sinal em (2, F).

Defini¢ao 2. Um conjunto P € F é chamado de totalmente positivo com respeito a p (abre-
viado, P é u-positivo) se

pu(E) > 0 para todo E € F, E CP.
Neste caso, também escrevemos

ul, > 0.

Similarmente, um conjunto A’ € F é chamado totalmente negativo com respeito a p (abre-
viado, N é p-negativo) se

w(E) <0 paratodo F € F, ECN.
Neste caso, também escrevemos
ul,, 0.
Finalmente, um conjunto Z € F ¢ p-nulo, e escrevemos pi|, = 0 se
u(E) =0 paratodo F € F, EC Z.
Por exemplo, o conjunto vazio () é p-positivo, y-negativo e p-nulo.

Teorema 3 (de Hahn). Dada uma medida com sinal p em (2, F), existe uma parti¢io men-
surdvel Q =P UN tal que

“|P20 e“’/\/go'

Esta decomposi¢ao (chamada de Hahn) € inica mddulo conjuntos p-nulos, ou seja, se =
PUN = P UN' sdio duas particoes mensurdveis em conjuntos ju-positivos e p-neqgativos
respetivamente, entao [LlPAP, =0e 'U‘NAJ\/” =0.

Adiamos um pouco a demonstracao desse teorema.
Primeiro, vamos descrever alguns exemplos de decomposicoes de Hahn.

Exemplo 4. Em (R B(R?)) seja p = m — J,, para algum a € R%. Entao
P =R\ {a} e N = {a}
¢ uma decomposicao de Hahn de p.
Exemplo 5. Sejam (€, F, i) um espago de medida positiva, f € L'(u) e v(A) := / fdp.
A
Uma decomposicao de Hahn de v é

P={f>0} e N={f <0}
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O préximo resultado contém as propriedades estruturais de conjuntos p-positivos. Obser-
vemos que podemos sempre supor que p(F) # oo para todo E € F, pois, caso contrario,
trabalhamos com a medida com sinal — .

Lema 2. Seja (2, F, 1) um espago de medida com sinal. Suponha que p < 0o.
(1) Se {Pn}n>1 C F € uma sequéncia de conjuntos p-positivos, entao |J,~, Pn também é
-positivo. B
(ii) Se P € F ¢é p-positivo e E C F C P, entdo
w(E) < u(F).

(iii) Se E nao € p-positivo, entao existe F' C E mensurdvel tal que
u(F) > p(E).
Demonstracao. (i) Sejam Py, Py dois conjuntos u-positivos. Dado E C Py U Py, como
E=(ENP)U(EN(P\P)),
segue que
p(E) = p(ENP) +p(EN (P2 \Pr)).

Mas
EnNPyC P, EN(Py\Py) C Po,
e daf concluimos que pu(E) > 0. Logo, Py U Py é p-positivo.
Por inducao, se Py, ..., Pk sdo p-positivos, entao Py U ... U Py é u-positivo.

Seja UnZl P, uma uniao enumeravel de conjuntos p-positivos.
Como

UP.=Piu(PuP)u(PiuP,UP)U. ..

n>1

PrCPLUP,CPiUPUPy C ...,
podemos supor, sem perda de generalidade, que
PrCPyC...CP,C....
Seja E C U;2y Pa e para todo n > 1, sejam E, := E, NP, C P,. Entao u(E,) > 0e
E, /* E quando n — oo. Pela Proposicao |1|item (ii), (o TCM para conjuntos),
p(E) = lim p(E,) >0,
logo o conjunto Un21 P, € p-positivo.

(ii) Sejam E C F C P onde P é p-positivo. Como F' = EU(F\ E)e F\ E C P, tem-se

p(F\E)=0e
p(F) = p(E) + p(F \ E) 2 p(E).

(iii) Seja F € F um conjunto nao p-positivo. Entao existe A € F, A C E tal que u(A) < 0.

Ja que
E=AU(E\A), E\ACE,
temos que
p(E) = p(A) + p(E\A) < p(EN\ A),

e a conclusao segue com F := E \ A. O

Estamos prontos para provar o resultado principal dessa secao.
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Demonstragao (do teorema de Hahn). Sem perda de generalidade, podemos supor que p < oo.
A ideia da prova é ser gananciosdﬂ com a escolha de um conjunto u-positivo P. Seja

M :=sup{u(E): EF € F, 'LL‘E > 0}.

Acontece que o supremo acima é atingido por um conjunto P. Por ter sido escolhido de
maneira gananciosa, como o maior, em algum sentido, conjunto p-positivo, seu complementar
tera que ser p-negativo.

» Vamos comecar com a existéncia de um conjunto que realiza o supremo do conjunto
{u(E): E€F. |, >0},

O conjunto acima nao é vazio, ja que ,u|@ > 0.
Além disso, existe uma sequéncia {P,},>1 de conjuntos p-positivos tal que

w(P,) = M quando n — co.

P = UPn.

n>1

Seja

Pelo Lema [2 item (i), o conjunto P é u-positivo e em particular, u(P) < M.
Além disso, para todo n > 1, P, C P, entao pelo Lema [2| item (ii), tem-se

w(Pn) < u(P),
e dai,

M = lim u(P,) < u(P).

n—oo

Concluimos que pu(P) = M.

» Seja N := Q\ P. Vamos provar que N ¢ totalmente negativo.
Suponha por contradi¢ao que N nao seja p-negativo, entao existe £y C N tal que u(FEy) > 0.

O conjunto E; ndo pode ser p-positivo (caso contrario, P L Fy seria u-positivo também e
w(PUE) = p(P)+u(E) > M, uma contradigio). Entao pelo Lema [2]item (iii), existe E C Fj,
E € F, tal que u(E) > p(E;) > 0. Logo existe n > 1 tal que pu(E) > u(E;) + =

Seja nq > 1 o menor numero natural n para o qual existe £ C Fy, F € F tal que

p(E) > p(Ey) + -

Concluimos o seguinte fato: como o conjunto F; tem medida p positiva mas nao é totalmente
positivo relativamente a pu, existe um conjunto Fy C Fy, Fy € F tal que

1
w(Esy) > p(Er) + —,
ni

onde n; é o menor numero natural com essa propriedade.
Este argumento serd usado uma infinidade de vezes ... mais uma.

De fato, o conjunto E, tem medida positiva mas nao pode ser p-positivo (caso contrario,
P U Ejy seria um conjunto u-positivo de medida maior do que M). Pelo argumento anterior,
podemos escolher o menor niimero natural ny para o qual existe E3 C F,, E3 € F tal que

u@@>M@wg%

'Embora reconheca que se trata de uma abordagem comum e bem-sucedida em vérios argumentos da teoria
da medida, oponho-me inteiramente a ganancia como um atributo pessoal ou comportamento social, ou as suas
ramificagoes politicas.
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Por indugao, obtemos uma sequéncia {ng }r>1 de nimeros naturais e uma sequéncia { Ej }x>1
de conjuntos F-mensuraveis tais que para todo k > 1,

Ey C By

1
p(Ery1) > p(Ey) + —
ng

onde ng é o menor nimero natural com essa propriedade.
Observe que em particular a sequéncia {u(Fy)}r>1 € crescente.

Seja oo = [y Bk Como p(Ey) < oo e pu(Er) > 0, tem-se |u(E)| < oo. Pela Proposigéo
item (iii) (teorema de convergéncia mondtona para conjuntos),

(o) = lim p(Ey) = sup p(Ey) > p(E1) > 0.

k>1

Por outro lado, para todo k£ > 1 temos
1 1 1
00 > (W(Eso) = pi(Ek+1) >#(Ek:)+n— > > p(E) + et
k

Portanto, > -, % < 00, logo ni — oo quando k — oo.

Mais uma vez, como Ey, C N e u(Ey) > 0, o conjunto F,, nao pode ser u-positivo (caso
contrario, P U E, seria u-positivo, com medida > M, uma contradi¢ao).

Por isso, existem E’ C E,, um conjunto F-mensuravel e n’ € N tais que

p(E') > p(Ex) +

Para todo k > 1 temos que E' C E,, C Ej, entao E' C Ej e, como u(Ey) > pu(Ey),
1
WE) > p(Ey) +

Pela escolha de ny como o menor nimero natural com essa propriedade, segue que n’ > ny.
Essa desigualdade vale para todo & > 1, uma contradi¢ao com o fato de que ny — oo quando
k — oo.

Portanto, N é pu-negativo, provando a existéncia da particao de Hahn.

» Vamos provar a unicidade moédulo conjuntos p-nulos da particao. Sejam
Q=PUN =P UN

duas particoes mensuraveis com P, P’ conjuntos p-positivos e ', N’ conjuntos p-negativos.
Vamos provar que PAP’ é p-nulo (a prova da outra afirmacao é idéntica). De fato,

PAP = (P\PYUP'\P)=(PNPYYU P NP = (PNN)U(P NN).

O conjunto P NN’ é claramente p-positivo (se E C P NN’ C P, entdao pu(E) > 0) e u-
negativo (se £ C PNN’" C N, entao u(E) < 0), entao é p-nulo. Similarmente, P’ NN ¢é
p-nulo, mostrando que a diferenga simétrica PAP’ é um conjunto p-nulo. O
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3. O TEOREMA DE DECOMPOSICAO DE JORDAN

Seja (2, F) um espacao de medida. Vamos mostrar que uma medida com sinal possui uma
unica decomposi¢ao como diferenca de medidas positivas com suportes disjuntos.

Dado um conjunto F-mensuravel A, dizemos que uma medida com sinal u é suportada em
A, e escrevemos supp(p) C A, se para todo conjunto F-mensuravel E C AL temos u(E) = 0.

Defini¢ao 3. Duas medidas (com sinal) p e v sdo mutuamente singulares, e escrevemos p L v,
se elas sao suportadas em conjuntos disjuntos, ou seja, se existe A € F tal que

supp(u) C A e supp(v) c AL

Exemplo 6. Em (R? B(R?)), a medida de Lebesgue m é claramente singular relativamente a
uma combinacao linear de medidas de Dirac, ou seja,

k
m L Z tiéai,
i=1

ondet; ERea; € R? paral <i<k.
Exemplo 7. Sejam (€2, F, u) uma medida com sinal e A € F. Entao
M’A 1 :u’AC )

onde a medida ,u’ 4 € definida por
,u‘A(E) =u(ENA) paratodo E € F.

Teorema 8 (de decomposigao de Jordan). Seja p uma medida com sinal em (2, F). Entao
existe uma unica decomposicao

po=p—p
onde u* e u~ sdo medidas positivas e u L .

Demonstracao. Seja Q@ = PLN uma particao de Hahn referente & medida p. Para todo E € F,
definimos

i (B) = u(P N E)
y(B) = —p(N 1 E).
Evidentemente y = pu™ — p~ e nao é dificil verificar (exercicio!) que u* e p~ sdo medidas
positivas em (€2, F).
Além disso, claramente, supp(p™) C P, supp(p”) € N e como P NN = () temos que
pt Lo,
Portanto ut e p~ satisfazem as hipdteses da decomposicao de Jordan, provando sua existéncia.
Resta provar a unicidade da decomposicao. Seja pu = u; — ps uma outra decomposicao com
(1, o medidas positivas e p; L . Entao existe uma particao mensuravel 2 = 2, U Qs tal que

supp(p1) C Q1 e supp(pa) C Q.
Vamos provar que 2 = €2 LI {25 é uma particao de Hahn para pu.
m Se ' C Q; é F-mensuravel entdo
w(E) = (E) — p2(E) = (E) 2 0
ja que uo € suportada em 2y = QE Logo “‘Ql > 0.
» Similarmente, se F' C {25 é F-mensuravel, entao
w(E) = pi(E) — p2(E) = —p2(E) <0
ja que py € suportada em €2y = Qg Logo “‘92 <0.
Portanto 2 = ; LI )y é, de fato, uma particao de Hahn para pu.
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Como a decomposi¢ao de Hahn é tinica médulo conjuntos p-nulos, segue que

'LL|7>A§21 =0 e “|NAQQ =0.

Para provar que ut = p; e u= = po basta mostrar que ut(E) = py(E) para todo E € F.
Fixe E € F arbitrario.

Por definigao, u™(E) = p(ENP).

Vamos mostrar uma férmula similar para py, a saber, ui(E) = u(E N €Qy). De fato,

p(E) = p(EN Q) + (BN Q) = p (BN,

pois ENQy C Qy = QE e supp(py) C €.
Mas
p(ENQ) = p(ENQ) = pe(EN Q) = (ENY)
pois ENQy C Oy = Qg e supp(uz) C Qs.
Portanto, p;(E) = p(E N Qy), e resta provar que
W(ENP) = p(ENQ),

que sera uma consequéncia simples da unicidade da decomposicao de Hahn, ou seja, do fato de
que

“‘PASM = 0.
Como
ENP=ENPNYU)U(ENP)\ Q)
(§ (Eﬂp)\Ql CP\Ql CPAQl,
tem-se

p(ENP)=pu(ENPNY)+u((ENP)\ Q) =pu(ENPNQ).

Similarmente,

EN=ENUNP)U(END)\P)
e (ENY)\PCUY\PCPAQ,
logo
pENQ) =wWENNP)+p(EN)\P)=pnENHNP),
mostrando que p(ENP) = p(E£N€Q) e finalizando a prova. O
Definicao 4. Seja p uma medida com sinal em (2, F), e seja u = ™ — p~ sua decomposicao
de Jordan. Entao,
| = p" +p”
¢ uma medida (positiva) em (€2, F) chamada a variagao total de p.

Observe que a medida p é finita se e somente se |u| < oo, que é equivalente ao fato das ambas
medidas p*, u~ serem finitas.
Além disso, a medida p é dita o-finita se |u| é o- finita, que é equivalente ao fato de que
pt, u~ sao o-finitas).
Observacao 3. Seja (2, F) um espaco mensuravel. Entao
M(Q, F) :={p: F — [—o00,00] : p medida com sinal, finita}

¢ um espago vetorial normado, onde a norma ¢é dada por: ||u||vr := |u| ().
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