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1. RELACAO COM UMA MEDIDA DE REFERENCIA

Seja (2, F,m) um espaco de medida (positiva) o-finita, a ser chamada de medida de re-

feréncia.

Um exemplo tipico é o espaco euclidiano com a o-dlgebra de Borel e a medida de Lebesgue

(R4, B(RY), m).

Seja f: Q1 — [—00, 00] uma fungao mensuravel tal que

f>0 ou /|f|dm<oo ou /f+dm<oo, ou /f_dm<oo.

Definimos
/ fdm = / f1gdm.

Entdo my é uma medida com sinal em (Q, F). De fato, como f = f* — f~, temos

B)= [ ran- [ fam

Note que my+ e m;- sao medidas positivas. Além disso,

my| =myp+ +mp- =myy.

gl () = [ 1f]dm.

Logo m; é uma medida finita se e somente se f € L'(m). Ademais,

Em particular,

my>0 <= f>0 m-q.t.p.

my=0 <<= f=0 m-q.tp.
Consequentemente,
my =my, <= f1=f m-q.t.p.
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Usando o mecanismo padrao, nao ¢ dificil provar que para toda fungao mensuravel ¢ > 0,

/gpdmf—/gofdm,
9] Q

o que pode ser descrito simbolicamente por
dmf = f dm.

Definigao 1 (temporaria). Uma medida (com ou sem sinal) p em (2, F) é chamada dife-
renciavel com respeito a medida de referéncia m se existe uma funcao mensuravel f: Q) —
[—00, 00| tal que p = my, isto é, se

,u(E):/Efdm VE € F,

ou, equivalentemente, se
dp = f dm.
Neste caso a fungao f é tnica, se chama a derivada de Radon-Nikodym de p com respeito a

111 € eSCreveInos

d
f_M

Exemplo 1. Seja m a medida de Lebesgue em R. Se p é uma medida finita em R, diferenciavel
em relacao a m, entao a derivada de Radon-Nikodym correspondente é dada por

fo) = L) = L p(l0.a)) meatp

De fato,
_ o ([0, 2+ R]) — p([0, z])
g (0 2]) = Jim 3

_£m<ux+m>

= hm
h—0 h [ a:+h

Portanto basta provar que para m-q.t.p. x € R,

Essa afirmacao tem um sabor de Contlnmdade. o valor de f no ponto x é o limite das médias
de f em intervalos arbitrariamente pequenos e contendo o ponto z.
Se f for de fato continua no ponto x, entao dado € > 0 existe § > 0 tal que

[t—z|<d = |f(t) — f(x)] <e.

Entao
1 1

g/@ﬂh}f(t) dt — f(z) = E/[z,:(:+h}(f(t) — f(x))dt

logo se |h| < 0 e h > 0 (argumento similar se h < 0), tem-se

1

el di — - ;

‘h/[z,a:—f—h]f(t) t— f(x) /[%Hh]\f(t) F()| dt,
/ edt = e,
[z,x+h]

<

VAN
S = S

0 que prova neste caso.
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Portanto vale em todo ponto de continuidade de f. Se f for (localmente) integravel
a Riemann, pelo teorema de Riemann, f seria continua em quase todo ponto, e a conclusao
seguiria imediatamente.

Porém, como p é uma medida finita e diferencidvel, a funcao f é (apenas) Lebesgue integravel,
e o argumento acima nao pode estabelecer nossa conclusao. Acontece que neste denario bem
mais geral, ainda vale para m-q.t.p.x € R, por um resultado bem mais profundo, o teorema
de diferenciacao de Lebesgue (que serd discutido em outro momento).

Exemplo 2. Seja (2, F) um espago de medida. Se p é diferencidvel em relacdo a medida de
Dirac d,, onde a € €2, entao

= c0q4
para alguma constante ¢ € R.
De fato, se f é a derivada de Radon-Nikodym de p com respeito a d,, entao para todo £ € F,

u(E) = [ 7, = [ £10d5, = 1(0) 1ela) = F(a)6u(E).
portanto g = f(a)d,.

Lema 1. Sejam (2, F,m) um espago de medida positiva e f: Q) — [—o0,00] uma fung¢ao
mensurdvel como antes.
(1) Se m(E) =0 entio my(E) = 0.
(1) Semy L m entao f =0 m-q.t.p.
(#i) Se py L m e ps L m entdo dados aq, s € R, tem-se

(11 + agpz) L m
sempre que a medida do lado esquerdo esteja bem definida.

Demonstragao. (i) Se m(E) = 0, entdo claramente 15 = 0 m-q.t.p. Portanto

mf(E):/Efdm:/QflEdmzo.

(ii) Se my L m, entao existe uma partigao Q2 = A L AL tal que
m|A:0, mf|AC:0.
Pelo item (i),
m’A:O — Hlf‘AZO,
logo my = 0, e dai, f =0 m-q.t.p.
(iii) Se 1 L m e pp L m, entdo existem Aj, Ay tais que
m}Al =0 '“1},49 =0
m}AQZO ,LLQ}AEZO
Seja A = A, U Ay. Como m é positiva, m(A) = 0, logo supp(m) C AC.
Além disso, se E € F, E C A® = AN AL, entdo 1 (E) = 0 e pa(E) = 0, logo
(1 + agpz)(E) =0,
mostrando que supp(ap; + aapz) C A. O

Definigao 2. Seja {1, } uma sequéncia de medidas em (2, F). Dizemos que p,, — p fortemente
quando

pn(E) = u(E) VE € F.
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Lema 2. Seja (2, F,m) um espago de medida positiva. Suponha que i, — p fortemente e que
wh Lm Vn.
Entao pp 1L m.

Teorema 3 (Lebesgue-Radon—Nikodym). Seja (€2, F,m) um espaco de medida positiva o-
finito.

Seja 1 uma medida com sinal o-finita.

Entao existe uma unica decomposicao

=y + i
onde f: € — R € mensurdvel e
s L m.

Além disso

e se >0 entao f >0 m-q.t.p. e us >0,
e se € finita entao f € L'(m).

Prova da unicidade. Suponha

p=myg + v, vy Lm

= my, + s, vy L m.
Entao

myg —f, = Vo — 1.
O lado esquerdo é absolutamente continuo em relagao a m, enquanto o lado direito é singular.
Logo

fi=f» m-q.t.p.

Vy = V.

2. O TEOREMA DE DECOMPOSIGAO DE LEBESGUE, RADON, NIKODYM
3. O TEOREMA DE RADON, NIKODYM
4. O TEOREMA DE DECOMPOSICAO DE LEBESGUE
5. A FUNGAO DE DISTRIBUIGAO ACUMULADA

6. APLICACAO EM PROBABILIDADES: ESPERANCA CONDICIONADA
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