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LISTA 2

O TEOREMA DE REPRESENTACAO DE RIESZ-MARKOV

Exercicio 1. Sejam p e v duas medidas num espago mensuravel (X, B). Prove que se v é uma
medida de Radon e p < v, entao p também é uma medida de Radon.

Exercicio 2. Seja (X, d) um espago métrico compacto, e sejam K um conjunto compacto e U
um conjunto aberto tais que K C U. Prove que estes dois conjuntos podem ser separados por
uma fungao Lipschitz continua. Mais precisamente, denotando por § := d(K,U l:), tem-se 0 > 0
e a fungao f: X — [0, 1],
C
fla) = 0T
(z,U%) + d(z, K)

é Lipschitz continua com constante de Lipschitz < %. Além disso, f=1em Ke f=0em U C.

Exercicio 3. Sejam X um espaco topoldgico o-compacto e p uma medida de Borel em X.
Prove que para todo conjunto fechado F', tem-se

pu(F) =sup{u(K): K C F compacto} .

O ESPACO DE MEDIDAS DE PROBABILIDADES

Exercicio 4. Seja (X,d) um espaco métrico compacto. Prove que o conjunto de medidas de
probabilidade com suporte finito é denso em Prob(X) relativamente a topologia fraca*. Em
outras palavras, dada pu € Prob(X), existe uma sequéncia de medidas

kn
_ i5 N
- pn x, ﬂﬂ
=1

em que pi, > 0, 2%, € X e Y1, pi, = 1 para todo n.
A mesma conclusao vale se (X, d) for apenas separavel. Conclua que neste caso (X separavel),
Prob(X) também é separdvel na topologia fraca*.

Exercicio 5. Sejam (X, ) um espago mensurdvel, p e v duas medidas em X e considere
7 € Prob(X x X). Prove que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) m é um acoplamento de u e v.
(ii) Para todos os conjuntos A, B € B, tem-se

7(Ax X)=u(A) e w(X x B)=uv(B).

(iii) Para todas as fung¢oes mensuraveis ¢, : X — [0, 00), tem-se

. @+ v inten) = [ o) dutor+ [ vty
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Exercicio 6. Sejam X, Y dois espagos métricos e f: X — Y uma funcao continua. Prove que
se
i — p em Prob(X)
entao
fettn = fo em Prob(Y).
Conclua que a funcgao
Prob(X) 3 u+ fup € Prob(Y)
¢ continua com respeito a topologia fraca™.

Exercicio 7. Complete a prova da desigualdade triangular para a métrica de Wasserstein (veja
as notas de aula).

Exercicio 8. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e y € Prob(X). Denote por L (X, R")
o espaco (métrico) de fungoes f: X — R™ mensurdveis e limitadas, munido da distancia uni-
forme entre fungoes. Prove que a aplicacao

L*®(X,R") 5 f — fou € Prob(R")

é Lipschitz continua quando Prob(R") estd munido da métrica de Wasserstein (de ordem 1).
O contradominio R" pode ser trocado por qualquer outro espago métrico poloneés.

DIFERENCIAGAO V. INTEGRAGAO A LEBESGUE

Exercicio 9. Seja u uma medida (positiva) finita em R?. Define a fun¢ao maximal de Hardy-
Littlewood por

My (z) == {% B é uma bola aberta, = € B} :

Prove a seguinte desigualdade do tipo fraco:
3d
m{z € R": Mu(z) > A} < X,u(]Rd)
para todo A > 0.

Exercicio 10. Prove que a funcao

1
z% sen <—b) € BVI0, 1]
x

se e somente se a > b, onde a e b sao dois parametros positivos.
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