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AULA 7: CONJUNTOS MENSURAVEIS A LEBESGUE
REGULARIDADE EXTERIOR, ESPACO DE CONJUNTOS MENSURAVEIS

Lembre-se que a medida exterior de um conjunto £ C R? é dada por

m*(EF) = inf {Z |B,|: E C U B,,, onde B,, sao caixas} .
n=1 n=1

O seguinte resultado se refere a aproximacgao por cima da medida exterior de um conjunto
qualquer por conjuntos abertos.

Proposigao 1. (regularidade exterior) Dado E C R?, temos
m*(E) = inf {m*(U): U aberto, U D E} .

Demonstragao. Como a medida exterior é mondtona, temos que m*(E) < m*(U) para todo
conjunto aberto U D E. Assim, m*(E) < inf {m*(U): U aberto, U D E}.

Vamos provar a desigualdade oposta. Seja € > 0. Pela definicao de medida exterior, existem
caixas { B, },>1 tais que

Ec|JB. e i[Bn|§m*(E)+e.
n>1 n=1

Pague mais um e para supor que as caixas { B, },>1 sdo abertas. Entao, o conjunto

U::UBn

n>1

¢ aberto, £ C U e, pela definicao de medida exterior aplicada a U,
m*(U) <Y |B,| <m*(E) +e.
n=1

Tomado € — 0, concluimos que inf {m*(U): U aberto, U D EF} < m*(E). O

Os préximos resultados técnicos serao usados para estabelecer a existéncia de uma grande
classe de conjuntos mensuraveis.

Caixas quase disjuntas. Enquanto os intervalos (0,1] e [1,2] da reta R nao sao disjuntos,
a intersecao deles, o conjunto {0} C R é trivial do ponto de vista da teoria da medida. Si-
milarmente, caixas em R? que se intersectam somente ao longo do um lado, enquanto nao sao
tecnicamente disjuntas, para todos os fins praticos, se comportam como se fossem disjuntas.
Vamos formalizar esta ideia na seguinte definicao.

Definicao 1. Duas caixas no espaco euclidiano RY, d > 1 sao ditas quase disjuntas se seus
interiores sao disjuntos.

Lema 1. Se By, ..., By sdo caizas quase disjuntas duas a duas, entao
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Demonstracao. Usaremos o fato de que a medida de Jordan de um conjunto mensuravel a
Jordan E é igual a do seu interior int (E).

N N N
Z |B,| = Z lint (B,)| = m (U int (Bn)) j& que os interiores das caixas sao disjuntos
n=1 n=1 n=1

() (0

Lema 2. Se E =J.~, By, onde {B,},>1 sdo caizas quase disjuntas duas d duas, entdo

(1) m*(B) =Y Bl .
n=1
Em particular, se
Uz.=U 5.,
n=1 n=1
onde as caizas {Bp}n>1 € {B),}n>1 sao, respectivamente, quase disjuntas duas a duas, entdo
> 1B =) 1Bl
n=1 n=1
Demonstragao. Pela definicao da medida exterior,
m*(E) <) |Bal .
n=1

Vamos provar a desigualdade oposta.

00 N
;|Bn| = lim ;|Bn| -

Seja N > 1 e considere a uniao finita ngl B, C E. Entao, pelo lema anterior,

N N N
> B, =m (U Bn) =m* (U Bn> <m*(E).
n=1 n=1 n=1
Portanto, para todo N > 1,
N
D IBu <m*(E),
n=1

e tomando N — oo, concluimos que

> IBa| <m*(E),
n=1

assim finalizando a prova do lema. O

Exemplo 1. Como R = (J,.,[n,n + 1), temos (o fato ja estabelecido por outro meio) que

m*(R) = Z 1 = +o0.

nez
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Lema 3. Todo conjunto aberto U C R pode ser escrito como uma unidao enumerdvel de caizas
disjuntas e fechadas { By }n>1.

Demonstracao. A ideia é usar a malha didadica do espaco euclidiano. Vamos considerar o caso
unidimensional d = 1. O caso multidimensional pode ser tratado analogamente.
Defina os intervalos diadicos
1 141

Qi,n = [277 on

onde o indice n sera referido como “a geragao”a qual ();,, pertence.
Note que |Q;,| = 5. Entao, dado n > 0, a familia

de intervalos diadicos de geracao n representa a malha diddica de tamanho Z%H
Note também que a familia

] n>0,1€7Z,

{Qi,n: (&S Za n Z 1}
de todos os intervalos diadicos, de quaisquer geragao, ¢ enumeravel.

As seguintes propriedades dos intervalos diddicos serao usadas na prova do lema, e sao faceis
de verificar.
(1) Dado n > 0, os intervalos diddicos {Q;,: ¢ € Z} de geragao n sao quase disjuntos, fe-
chados e cobrem o espaco R.

(2) Cada intervalo diddico de geragao n > 1 estd contido em um intervalo “pai”de geracao
n— 1.

(3) Se @, Q' sao quaisquer intervalos diddicos, de quaisquer geragoes, entao, ou eles sao
quase disjuntos, ou um deles contém o outro (isto é, um é o “antepassado”do outro).

Afirmamos que dado um conjunto aberto U C R, tem-se
(2) U= U {@Q: Q intervalo diddico,@ C U} .

De fato, evidentemente, a uniao no lado direito esta contida em U, entao basta provar a
inclusao oposta.

Seja x € U. Como U é aberto, existe r > 0 tal que (x —r,x+7r) C U. J& que 2% — 0 quando
n — 00, segue que existe NV tal que QLN < r. Usaremos a malha diddica de tamanho 2%, isto é,
pensaremos em {Q; n: ¢ € Z} como uma régua com unidade de medida 5x-.

Mais precisamente, os intervalos diddicos de geracao N cobrem o espaco R inteiro, entao
existe Q, um intervalo diadico de geragao N tal que x € Q). Mas como |Q| = 5% < 7, segue que
Q C (x—r,x+r). Entdo, x € Q C (x —r,x +r) C U, estabelecendo assim (|2)).

A representacao do conjunto U dada por ([2)) ainda nao é o que precisamos, pois os intervalos
incluidos nao sao quase disjuntos: com cada intervalo diadico () C U, incluimos também todos
os seus descendentes. A solucao é, entao, considerar apenas os intervalos diddicos maximais
que estao contidos em U.

De fato, chamamos um intervalo diadico Q* mazimal em relacao a inclusao se, sempre que
Q* C Q C U, onde @ é diadico, temos Q* = Q.

Pelo Lema de Zorn, para todo intervalo diadico ) C U, existe um intervalo diddico maximal
Q* C U tal que ) C Q*. Note também que se @7, 5 C U sao intervalos diddicos maximais,
entao, ou eles sao quase disjuntos, ou sao iguais.

Em dimensdo maior, a malha considerada consiste em produtos cartesianos de intervalos diddicos.
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Concluimos o seguinte
U= U {Q*: Q™ intervalo diddico maximal C U} ,
que, de fato, é uma uniao enumeravel de intervalos fechados e quase disjuntos. O

O seguinte exercicio é uma amostra relativamente simples de uma propriedade bem mais
geral e forte da medida (exterior) de Lebesgue. O resultado enunciado neste exercicio serd
utilizado em breve como uma ferramenta técnica.

Exercicio 1. Sejam K, L C R? dois conjuntos compactos e disjuntos. Entao,
m*(KUL)=m"(K)+m*(L).
O proximo teorema estabelece a existéncia de uma colecao bem ampla e topologicamente
rica de conjuntos mensuraveis a Lebesgue.
Teorema 2. (ezisténcia de conjuntos mensurdveis)

1) Cada conjunto aberto é mensurdvel a L@b@SgU@.
)
1) Cada conjunto fechado ¢ mensurdvel a Lebesgue.
) g

(iii) Cada conjunto negligencidvel é mensurdvel a Lebesque.
(iv) O conjunto vazio O é mensurdvel a Lebesgue.
(v) Se E C R% € mensurdvel a Lebesque, entio EC =R\ E também é mensurdvel.

(vi) Se {E,}n>1 sao mensurdveis a Lebesgue, entao J,~, By também é mensurdvel.

(vii) Se {En}n>1 sdo mensurdveis a Lebesgue, entdo (1,5, E, também é mensurdvel.

Demonstragao. Itens (i) é (iv) sdo 6bvios, item (iii) ja foi provado, e item (vii) é uma con-
sequéncia dos itens (v) e (vi) e das leis de Morgan. Portanto, resta provar itens (ii), (v) e (vi).
Seguiremos a ordem (vi), depois (ii) e finalmente (v)]

(vi) | Considere uma familia {F,},>; de conjuntos mensuraveis e seja ¢ > 0. Usaremos o

truque 5. Para cada n > 1, existe um conjunto aberto U, D E, tal que

2TL
m*(U, \ E,) < 2% .
Defina
U .= U U, .
n>1

Entdo, U é aberto, U D |J,5, £ €, como

U\ (UEn> = (UUH) \ (UEn> c|JWa\Ey),

n>1 n>1 n>1 n>1

usando a subaditividade da medida exterior, tem-se

m* (U\ (U En)> <> WU, \ E,) 522%:6’

mostrando que |J -, E\, é quase aberto, ou seja, mensuravel.

A ser terminada na préxima aula ... [l

Item (ii) teria sido uma consequéncia dos itens (i) e (v), se conseguissemos provar (v) diretamente.
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