
A : Funqéesmensusareis

Definiaeol Sei a⇐ B) co - espouse
meI-wel.vn a fun soo f- = ✗ → 2.x]
e- dita B - men sus Evel cow

,
si - pies-ate ,

menses a-wel ) se para
todo conjunto oberto

U e- To
,
no]
,
te -es

{ f- e v} = = f-Tcu) c- B
,

Ov seria
,

se { few} éwerswauel
.

Si
- i lunate

, aura finger f- :X→☒ e

'

men serene 1 se {FE V7 C- B para Todo
about U C CR

.

Observaq1 Te - es o seguinte

E E JS Sse IE éwensurawel
.

De fate , co - e

E = { le E 6,2) }
,

se CE é mensural segue fue t c-B.

Por autre Lado
, Super do € versus a- me /

e da do U C B abierto
,
come



✗ se OE Ue IEU

se Oku e 1¢ u

4€ EU } = E se Ofc U e tcu

c

se • c- u e 1€10
,

segue que { 1€ C- u} C-B
,
monsterdo

a men suratilidade de 1€ .

Proposing- I Seja f : ✗→R una fun soo
Israel

.

Enter
, para

Todo Conjunto
beneliao_ E E BCB)

,
te- - se

{FEE} c-B.

De-onstraqo.ro Uti litre-es e wecanis - o

padrone para Conjunto S . Sega
,

entire
,

:={ ECB : {FEE } émensuravel} .
Come f- e- cnensurével

, segue que
v e Ar

para
to de Cajuste abut UCB .

Por o - tr- Lado
,
et é v - a T- a- lsesra

.



De fate ,
• D= { f- c- $3 c- A

.

• se E c-A enter {FEE }EB
,

logo
{fee' } = { FEE FEB

,

partake Ec c- A
.

• se {Entire
,

CA enter

{f- c- En } c- B para
f- do n >_ 1

. co-

{ f- even } =U{FEE } EB ,
NZ 1

NZI

Segue fue

Ven C- A.
or -71

Co -duties Fee
s BCB )

,

JE fue BCB) é a evener F- atsesra

contend es conjunto s dents . ☒



Observers-2
.

Em geral not e- verdadeiso

# a u - a forgotten Siravo

f- : B) → R é o - Conjunto @penas)

mens- ravel I Lebesgue SCR
,

{ f- c- 53 c- B.

Por exempla , consider a fungo do

E- ✗ era- a- O l da Aula 19 :

f- = [oil]→ [0,21
,
7- c⇒ = ✗ + a Cx)

,

Orde c ch e- a fun 9- de Cantor
.

Seia S
'

- To
,
2] → Co

,
I] a inverses de f

e note que g e- menswear / poise
'

continua
.

Consider ( come no Exercise I da

Aula 19 ) u - Conjunto nai mensural
-

N C f- (b) e seria

E := get )= f- ICH)c8 .

Entao E e- mens urate 1 a Lebesgue
,

enfuato
1-1 = Tlc E) neo émensuréuel .



Aefinigao_2.Dadeuiespa9omensurauel@iB7.coma fu -9=0 S : ✗ → L-o.rs]

e- drama da de Fung- simples Sen Sina )
se te

s = Eci (
Ei ,

i =\

para
alsunsni-eresci-C-o.no] e

can Juntos men Suren is Ei C-B ,
IECK]

.

Si
-
ilarnnte ,

S : ✗ → R e
'
v - a

f- ungaro Si-ples k

Coo- Sinai) se s = I Ci (
Ei ,

i⇒

orde Ci C- ☒
,
Ei E B para

todo ietk]
.

obserragao3.to da fun9-si-ple.se#-nel
. K

De foto
,

se s = Ici lei ,
enter

,

i = i

d- do 9-natter about U (e- G.a) ou B)
,

GSE v4 = U {Ei : TEED
,
Citv }

entoo { seu } E B .

Ate- alissa
,
note g-we so- as e predates

de fvrgées angles Seo fun gees styles
me s me

.



Mais Ser al-te , dodos do is espases

men su -
a- reis ⇐ , B×) e CY

, By ) ,
una fun 9-

f : ✗ → Y
e- cha- ada de mensur a-vet Se

f-
→
(E) E B

, para
todo EEBY .

Dada u - a Funko f :@B) → R ,

@ contrade-Trio R é
,
a priori - uni.de

co- a T - a- lgebia de Borel (e- vez

da Lesessve ) .

Beste jeito ,
a nostro

de -enswabilidadedafung-ofi.FR
e- consistent co- o conceit - ais genal
intrudeFido aci - a .

0s segwintes meso Hodes ↳ a- g- cos sobre

funao-es-enswa-ueis.fi#B) → R
Sto ont (egos aos resulted s correspondents
sobre fmgo-es-sur-ane.is I lesessne

f : ☒d→R .
As demonstrates deles

1--Si- Sto ideations is de - onstragées

no context euclidean- j por isso ,

o - itire-esosde.to/heste-cnicosdaspreues .



Teore-a-l.se ; a € , B) u - espaso mensural .

(1) Una Fung- f : ✗→ IR Coo L-o.ro] )
é mensural vet Se

, e somente se
, para todo

✗ c-☒
,

o con into

91st} c- B.
isto ta- be- e- efui valente a

{fzx} c-B
ou }f< + { c-B

ou { f -2×3 c-B

para
todo t c-☒

.

(2) U - a Fung- f- = ✗→☒ e-swivel

se e so- ate se f
+
e f- soo

men Sos a- weis
,
or de

ft
,
f- = ✗→ To

.
-7

,

ftc-== - a - sfcxi , o) e

f- (⇒ : =
- ax 4-fcx.at

.

(3) se {Fn}nz ,

so-so men sureness e fu → f
en trade panto , enters f- é -en swivel .

(4) se f : ✗ →☒ e- -ensured e 4 :R→☒
é continue

,
enter 9 of émensuravel .



be-enst-nas.ro cc ) { f- > +3=7--16 . -7 e

④ .ro) e- abierto
, portent - i -pliers -0

in direta segue .

Para justifier a i - plicaqao d- rete ,

note que todo aserto U CR pooh Ser

escrito co- o v-a unite enumerate 1 de

intervals abertos
U = U Canton )

.

NII

G- • { few } = U{ 7- c- can .sn )}
,7 7- \

basta prover te

{ f- c- Cas ) ) c- B

para Todo intervale @s) .

Has

{ fc-ca.SI/=Efsa3nEf-s }
.

Ate- disso
,

{ + < s } = } -9--85=1 n{7 > b-÷}[nzl

9-we perforce a B.
↳so , { f- c- cars) } c- B.



(2) A equivalencies e- u - a consefvéhcia
das seguintes identidades : para

todo -1>-0
,

{ e- + > +3 = If > > 1
,

{ f- > is = f - f > -13--57<=13
,

{ f ol = { 9--1=04 n If
-

=-3
.

(3) Nan e- deficit verifier g- we

f- in = Ii - fnc⇒ s -1 Sse

n-3

7m21 F 1-1>-1 V-n2H Inch > ✗+± .

Portent
,

{ f > ×} = U Un { In > -1+1=1 c- B.
MEI HEI NIN

(4) Se U CR é asante
,
co- o

of É continue , {4€04 = céculéabnto
.

Post't
' {clef c- u } = @ • f)

"

Cu )

= I" ( 4- lcu ) ) é -enswivel .



Teooeinaz . Sega ⇐B) co - espouse nerswéuel .

(1) U- a fungal f- = ✗→ c-o.ro] é

Lner Sur a- net se e so- ente se exist u -a

sequence
-

a hero decrescent Gsn} nz ,
de fung-o.es si -pies Se - Sin ais e finite

,tal que
Sn → f- e- to do panto .

(2) U - a fun geo f : ✗ → ☒ éwersmaml
se e Sonate se exist u - a

sefiena-a.deforgoes simples Cao- Sin ais) e finite

⇐Ing , tal fue
Sn → f e- todo pesto .

De- onstage As i- pliaagéesindiretos Sto
hi do Teereira I C.3) e da

observes- 3 C que toda fung- singles
I - ensure/ )

.

A- can Struga deu-asefiera-a-enetono.def-ngées Singles 9-e converge- para
f é identica a de case da integral
de Lebesgue no - sponge eualidiano .



De fate ,
dade f- : ✗→ coin] mensural

,

para todo nzl
, seja

I
a. 2^-1

Sn := n lgfzn} +
2 I

j= ,
F

/
{ 1- c-E. ¥-1}

Nano é deficit verifier que

Sn E Sre , para todo nai
.

A-let diss
,
se fc→= no

,
enter

para
1-do

NZI
,

Sncx) =n → A = fcx) / enfant
se fcx) < no , para

Todo n > fast- - se

Isna> - fail = 5¥ - §==£→ ;
1- go Sncx, → f- Cx?

.

Finalmate
,
dado f :X -> * mensural

,
C-- o f-te f

-

SEO forgoes -swamis
se- Sirois

, Peloaxu-toaei-qetistesefuena-as.deFun es singles
for }nz ,

e &n}nz
,

to' 9-me



Sn → É e Tn → f- e- todoper.tn .

Pet-to
,

Sn - on é singles e

Sn - on → ft- f- = f.
☒

Teoe-a3_ Se,
-

a- ⇐B) a- espase

mensural
, f- : ✗→☒ e gix→☒

du as fusees -eiswaueis
.

Erteo

f-c- g e f -

g soo nenswéueis
.

De-enstno.ge#Peloteooe-aaten-o-,etiste-duassefnd-
a-as de f-goes

singles Ssn In, e {Only , tais fue

Sn → f e Tu→ g e- todopnto .

Enter Sn + Th e Sn - Jn Seo sixes

para Todo nai e

sn-ctn-sf-g.sn '

Tn→ f- f ,
logo f- + g e f -

g Seo
-surfers .

☒


