MAT 2621 Medida e integracao 2021.2

AULA 9: MENSURABILIDADE A LEBESGUE
CRITERIOS PARA MENSURABILIDADE, OS AXIOMAS DA MEDIDA

Vamos terminar a prova do ultimo teorema da aula passada.
Todo conjunto fechado é mensuravel a Lebesgue.
Demonstragdo. Seja ' C R? um conjunto fechado. Para cada n > 1, seja
F,:=Fn[-n,n]*.

Note que os conjuntos F,, n > 1 sdo compactos e F' = |J,,~, F},. Portanto, basta provar que
todo conjunto compacto K é mensuravel.
Seja € > 0. Pela regularidade exterior da medida externa, existe U aberto tal que U D K e

m*(U) <m*(K)+e.

O objetivo é provar que m*(U \ K) < ¢, o que vai finalizar a provaH

Como U\ K = UNK® ¢ aberto, pelo Lema 3 da aula passada, U\ K pode ser escrito como uma
unido enumerdvel de caixas fechadas (entdo compactas) e quase disjuntas: U\ K = |J,—, Q.

Pelo Lema 2 da aula passada,

m*(U\ K) = Z\Qn.

Portanto, basta provar que para todo N > 1,

N
(1) D lQnl <e.
n=1
Fixe N > 1 e considere a uniao finita de caixas

Qlu...UQNZZL.
Entao, L é compacto, L C U \ K e assim,

KNL=0 e KULCU.

Pelo Exercicio 1 e pelo Lema 1 da aula passada,

(2) m*(K U L) = m*(K) +m*(L) = +Z|Qn :

Além disso,
(3) m* (KUL) <m*(U) <m*(K) +e.
Combinando e segue que

N
H(K)+ ) |Qn] < m*(K) +e,
n=1
que implica ({1 e finaliza a prova. O

!Enquanto a posteriori isso se tornaré verdade, por enquanto, nao sabemos que m*(U\ K) = m*(U) —m*(K).
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Se E C R? é mensuravel 4 Lebesgue, entdo E® = R?\ E também é mensurdvel.

Demonstracdo. A ideia da prova é “quase preencher” o conjunto complementar E° por conjuntos
fechados. Como F é Lebesgue mensuravel, para todo n > 1 existe um conjunto aberto U, tal

que
1

-
Temos, claramente, que para todo n > 1, o conjunto F}, := UE C Ete F, é fechado (portanto,
mensuravel). Seja
F=|JF..

n>1

EcU, e m* (U,\E) <

Entdo, F é mensurdvel e F' C EC. Vamos provar que E° \ F' é negligenciavel.
Como, para todon > 1, F,, C F, temos

ES\NFcE'\F,=E"\U'=U,\E,
segue que
1
0 <m* (EE\F> <m*(U,\E)<——0 quandon — co.
n
Portanto, m* (EE \ F) = 0, e em particular, E®\ F é mensurdvel. Mas
ER:Fu(ﬁ\F),
monstrando a mensurabilidade de EP. 0
Seja
oRT . {A: AC Rd}

a familia dos todos os subconjuntos do espaco R¢.
Note que as seguintes propriedades valem para conjuntos A, B,C € oR?.

ANA=0 .
AANA=BAA.
AABC(AAC)U(CAB).

. . s IIPN . d
Portanto, a diferenca simétrica A parece uma “distancia”em 2%°.

Exercicio 1. Prove que
d(A,B) :=m*(AA B)

, T d
¢ uma pseudd] métrica em 2%,

Teorema 1. (critérios para mensurabilidade) Seja E C R As sequintes afirmagoes sdo
equivalentes:

(i) E € Lebesque mensurdvel, ou seja, E é quase aberto por fora: Ve > 0 existe U D E
aberto tal que m*(U \ E) < e.

(i1) E estd perto de um aberto: Ve > 0 existe U aberto tal que m*(U A E) < e.
(iii) E € quase fechado por dentro: Ve > 0, eziste F' C E fechado tal que m*(E \ F') < e.

(iv) E estd perto de um fechado: Ve > 0 existe F' fechado tal que m*(F A E) < e.

2No sentido que d(A, B) = 0 niio necessariamente implica A = B.

pagina 2



MAT 2621 Medida e integracao 2021.2

(v) E estd perto de um mensuravel: Ve > 0 existe A mensurdvel tal que m*(A A E) < e.

Demonstragao. A implicacao (i) = (ii) é evidente, ja que se U C E, entao U A E =U \ E.
A implicacdo oposta ¢é exercicio. Idem a equivaléncia (iii) <= (iv), enquanto (iv) = (v)
também ¢é evidente. Entéao, resta provar as implicagoes (i) = (iii) e (v) = (ii).

(i) = (iii)| Seja e > 0. Como E é mensuravel, E® também é mensurdvel, entdo existe um
conjunto aberto U D E tal que m*(U \ EL) < e.

C
Seja F' := UC. Entdo, F é fechado e F C (EB) = FE. Por outro lado,

E\F = <ED>E\UB:U\EC,
entao
m*(E\ F) =m*(U\ E%) <,

mostrando que F é quase fechado por dentro.

(v) = (ii)| Seja € > 0. Existe A mensuravel tal que m*(A A E) < e. Como A é quase

aberto, pelo item (ii) A estd perto de um aberto: existe U aberto tal que m*(U A A) < e.
Portanto, pela desigualdade triangular na pseudo métrica (A, B) — m*(A A B), temos que

m* (UAE)<m* (UAA)+m*(AAE) < 2e,

monstrando que E esta perto de um aberto. 0

Comentario 1. Denotamos por
M(R?) :={E CR?: E é Lebesgue mensurdvel }

a familia de conjuntos mensuraveis a Lebesgue. Provamos que

(i) 0 € M(RY)
(ii) Se E € M(R?) entdao E® € M(R?)

(i) Se {Ep}n>1 € M(R?), entao J,, En € M(R?).

Assim, M(R?) é uma o-dlgebra.

Este conceito sera abstratizado na segunda parte do curso: diz-se que uma familia de sub-
conjuntos de um espaco qualquer é uma o-algebra se contiver o conjunto vazio e se for fechada
sob a operacao complemento e sob unioes enumeraveis.

Consequentemente, uma o-algebra também é fechada sob intersecoes enumeraveis.

Ademais, provamos que M (R?) contém todos os conjuntos abertos e fechados.

A restricao da medida exterior de Lebesgue a familia M(R?) de conjuntos Lebesgue men-
surdveis, ou seja, a fungao m: M(R?) — [0, +o0],

m(E) := m*(E) = inf {Z |Ba| : E C | By, B, siio Caixas}
n=1 n=1
é chamada de medida de Lebesgue no espaco R
Outras notacoes comuns da medida de Lebesgue de um conjunto mensurdvel £ C R? sdo
A E), |E], Leb(E) e etc.

O teorema seguinte mostra as propriedades basicas da medida de Lebesgue em R?, o que no
contexto abstrato de uma o-algebra qualquer irao representar a definicao de uma medida.
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Teorema 2. (os “aziomas”da medida)

(1) m(0) =0

(2) (0-aditividade) Se {E,}n>1 C M(R?) sdo disjuntos, entdo

Antes de comegar a prova deste teorema, vamos notar os seguintes fatos.
1. (monotonicidade) Se F, F' sdo mensuraveis e F C F, entao

Isso é evidente, j4 que a funcao m coincide com a medida exterior m* em M(R?), e a
medida exterior é mondtona.

2. (aditividade finita para compactos) Se K, L sdo conjuntos compactos (assim, men-
surdveis) e disjuntos, entao
m(KUL)=m(K)+m(L).
De novo, esta propriedade (aditividade para dois compactos) vale para a medida exterior
m* que é igual a medida m em M (R?).
Ademais, por indugao, se Ky,..., Ky sao compactos disjuntos, entao

m(K;U...UKy)=m(K;)+...+m(K,).

Demonstracao do Teorema[3 J& sabemos que

m <U En) =m" (U En> < Z m*(E,) (pela sub aditividade da medida exterior)

n=1 n=1 n=1

=Y m(E,).
n=1

Entao, basta mostrar a desigualdade oposta:

(4) > m(E,) <m (U En) .

n=1

Caso 1: Todos os conjuntos { E, },,>1 sdo compactos. Neste caso, para todo N > 1, usando a
aditividade finita para compactos, e depois a monotonicidade, temos que

Zm(En) =m (U En> <m (U En> )

Tomando N — oo, obtemos .

Caso 2: Todos os conjuntos {E,},>1 sdo limitados (mas nao necessariamente compactos).
Seja e > 0. Para cadan > 1, E, é mensuravel, entao quase fechado por dentro; portanto, existe
F,, C E, fechado (logo limitado, e assim, compacto) tal que

€
m*(E, \ F,) < o
Pela sub aditividade da medida exterior, temos

m*(E,) = m* (F, U(E, \ F,)) < m*(F,) + m*(E, \ F,) < m*(EF,) + 2% .
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Somado sobre todo n > 1 segue que

m(E,) = Zm*(En) < Zm*(Fn) + Z — < Zm*(Fn) +e
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
=) m(F, +e=m (U Fn> + ¢ (pelo Caso 1, pois F,, sdo compactos)
n=1 n=1

<m ( En> + ¢ (pela monotonicidade da medida).

n=1
Tomando € — 0 mostramos neste caso.

Caso 3: O caso geral. Todo conjunto do espago euclidiano pode ser escrito como uma uniao
disjunta enumeravel de conjuntos limitados (por qué?).
Entdo escreva, para todo n > 1, E, = |J,,»; Enm, onde {E,,,: m > 1} sdo conjuntos
limitados e disjuntos entre si. N
Portanto,
U En - U En,ma
n>1 n,m>1
que é uma uniao disjunta enumeravel de conjuntos limitados.
Pelo Caso 2, temos

w(Ue)=n( U 5)

= Z m(E, ) = Z <Z m(Enm)> (pelo teorema de Fubini-Tonelli)

n,m>1 n=1 \m=1

= Zm(En) (de novo, pelo Caso 2),

n=1

assim finalizando a prova. 0J
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