MAT 2621 Medida e integracao 2021.2

AULA 22: A INTEGRAL DE UMA FUNCAO MENSURAVEL

Seja (X, B, 1) um espago de medida. A construgao da integral de uma fun¢ao mensuravel em
X segue exatamente a mesma abordagem que a da integral de Lebesgue no espaco euclidiano.

(1) Seja s: X — [0, 00,
k

:chlE

i=1
uma funcao simples. Entao,

k
/ sdy = Zciu(E
X i=1

Resta mostrar que este conceito é bem definido, ou seja, se s possui duas representacoes
do tipo

k l
S = E Ci]-Ei: E dj]-Fja
i=1 Ji

k

2 de

entao

A prova deste fato é igual a do cendrio de fun(;oes simples no espaco euclidiano.

(2) Seja s: X — R uma fungao simples. Entao, ja que s pode ser representada como

k
g ¢i 1g,
i1

onde os conjuntos mensuraveis { £; };cx) sdo disjuntos, segue que

Zc 1g, e |s| = ZlclHE

=1

Portanto, s™, s, |s| sdo fungdes simples sem sinais.

A funcao s é dita absolutamente integravel se

/5du<oo.

b's
/sdu::/sJ“d,u—/s_d,u.
b's b's b's

(3) Seja f: X — [0, 00] uma fungdo mensuravel. Definimos

/fdu —sup{/ sduzogsgf,sésimples}.

Neste caso, definimos
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Nao é dificil ver que

/fd,u ::sup{/ sd,u:0§3§f,sésimpleseﬁnita},
X b's

e, de fato, outras restrigdes sobre s podem ser feitas, dependendo do contexto (por
exemplo, em RY, s pode ser escolhida com suporte compacto).

(4) Seja f: X — R uma funcao mensurdvel. Entao, como f é o limite pontual de uma
sequéncia de fungoes simples, segue imediatamente que f, f~ e | f| também sao tais
limites, logo sao mensuraveis também.

Chamamos f de absolutamente integravel se

J 181 dn <

/deuzz/xﬁdu—/xf‘du-

Teorema 1. (propriedades bdsicas da integral)
Sejam (X, B, 1) um espag¢o de medida e f,g: X — [0,00] (ou f,g: X — R) duas func¢oes
mensuraveis (ou, respectivamente, absolutamente integraveis). As sequintes valem:

Neste caso,

(1) (monotonicidade e equivaléncia)

Se f<gem pu-q.tp entdo/ fdu < / gdu.
X X

Se f =g em p-q.t.p entao / fdu :/ gdpu.
X X

(2) (linearidade)
dp = d d
/X(f+g)u/xfu+/Xgu

/chd,u:c/xfd,u.
(3) (divisibilidade)

Se E € B entao f 1g e f 15, sao mensurdveis e

/de,u:/XflEd,u+/Xf1Ecdu.

/EfdMZZ/XflE
/deuszfdMﬂL/EEfdu-

(4) (a desigualdade de Markov)
Se f: X — [0,00], para todo X\ > 0 tem-se

Denotado por

temos

i = oy < L
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(5)

/|f| dp=0 sse f=0pu— qt.p.
X

Se / |f] dp < 0o entao |f| < oo pu— q.t.p.
X

Demonstracao. O argumento é o mesmo que no caso da integral de Lebesgue. Desrevemos os
passos principais.

(1) O primeiro passo ¢é estabelecer a monotonicidade da integral para fungées simples. O
caso geral segue-se da definicao
A equivaléncia é uma consequéncia imediata da monotonicidade.

(2) De novo, o primeiro passo é provar linearidade da integral para fungoes simples.
O caso geral segue-se do eorema de convergéncia monétona, que serd tratado na secao
seguinte.

(3) Produto de fungoes mensuraveis é mensuravel, enquanto a fungaoindicadora de um

conjunto mensuravel é mensuravel. Portanto, f1g e f1,c sao mensuraveis.
Como

f = f]-E + f]'ECa
a divisibilidade segue da linearidade.

(4) Como f > A1s>yy, a desigualdade de Markov é consequéncia da monotonicidade da
integral:

[y RS VISV
X X
Logo

it = oy < L

(5) Claramente

v
I

[F#0} = {If| >0} = U{m 1}-

n>1

Pela desigualdade de Markov, para todo € > 0,

[fldp 0
il e < LA 0
5 5
Logo 1 {|f] > £} = 0 para todo n > 1. Concluimos que p {f # 0} = 0, ou seja, f =0
u-q.t.p.
Finalmente,

{If =00} = ({If| 2 n}

n>1

Pela desigualdade de Markov, para todo n > 1,

pAlf] =n} < M—w
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pois [ |f] dp < oo.

Como, evidentemente, a sequéncia de conjuntos {|f| > n}, ., é ndo crescente, pelo
teorema de convergéncia mondtona para conjuntos tem-se

p A1l = o0} = lim o {1f] = n} = .

Dado um espago de medida (X, B, i), seja
LYX,B, ) = {f: X — R: f é mensurédvel e / lf| dp < oo}
X
o espaco vetorial de fungoes absolutamente integraveis em X.

De fato, se f,g € LY(X,B, 1), f + g ¢ mensurdvel (pois f e g sdo mensurdveis) e como

If+gl < |fl+1gl,

/!f+g|du§/|f|du+/lgldu<oo,
X X X
logo f+g € LYX,B, ).

tem-se

Além disso, se f € LY(X,B, 1) e ¢c € R entdo cf é mensurdvel e
[letldn =1l [ 1l du < o,
X X
entao cf € LY(X, B, ) .

Definimos o espaco L' por
LYX,B, ) = LYX,B, 1)/ ~
onde f ~ gse f=gem q.t.p.

Como pelo Teorema [1] (5), dada uma fungao f € LY X, B, i),

/\f| dp=0sse f =0 em q.t.p.
X

acontece que

1l = /X £ du

é uma norma em L' (X, B, p).

Entao, (L'(X,B,u), |||l;) é um espago normado. Provaremos, no préximo capitulo que, na
verdade, é um espaco de Banach.

Outras notagoes comuns deste espaco sao L'(X), L'(du), L' (X, u) e etc.
Ademais, dado um nimero real 1 < p < o0,

Seja
LP(X,B,pu) = {f:X—>R: f é mensuravel e / ¥is d,u<oo},
X
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moédulo igualdade q.t.p.

Munido com

Hfm,:=</LLﬂpdu)p,

<L7’ (X, B, 1), ||l p> também é um espaco normado. Essa afirmacao serd provada no préximo
capitulo. Entretanto, vamos estabelecer a desigualdade de Chebyshev para funcoes LP.

Teorema 2. (a desigualdade de Chebyshev) Sejam (X, B, 1) um espago de medida, 1 < p < oo
e f € LP(X,B,u). Entdo, para todo X > 0 temos

fp
ullf =y <

Demonstragao. Aplicamos a desigualdade de Markov a funcao |f/”.

Primeiro, como f: X — R é mensurdvel e ¢: R — R, ¢(x) = |z|P é continua, segue que

pof=Ifl

¢ mensuravel (e sem sinal).

Como
[flzAe [P =N,
pela desigualdade de Markov,

Wil = A} = u{lf1P > ¥} <

S lF dp 11
AP DY

OS TEOREMAS DE CONVERGENCIA
Sejam (X, B, ;) um espago de medida, {f,},>1 uma sequéncia de fungdes mensuraveis sem

sinais e f uma outra funcao mensuravel sem sinal.

Suponha que
fn— f em q.t.p.

Questao. Quando podemos concluir que

LnW%AjW?

Ou seja, quando podemos trocar o limite com a integral?

lim ﬁ@é/nmﬁm.
X X n—oo

n—0o0
Uma situagao especial, similar a da integral é apresentada na seguinte proposicao.

Proposicao 1 (convergéncia uniforme em um espaco de medida finita). Seja (X, B, ) um
espaco de medida finita, i.e, (X)) < 0o. Sejam { f,}n>1 uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis
sem sinais ou uma sequéncia de funcoes absolutamente integraveis e f uma outra funcao real.

Se f, — [ uniformemente entdo
IR
X b's

Demonstracao. Exercicio. O
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O resultado anterior vale sob uma hipdtese muito restritiva, a de convergéncia uniforme.
Procuramos tais resultados de convergéncia da integral sob hipdteses sem mais gerais. Mas
antes de enunciar estes resultados, notamos que ha casos em que nao podemos trocar o limite
e a integral. Descrevemos trés exemplos simples mas tipicos de obstrucoes a essa propriedade,
a saber, exemplos de fungoes “bump” em movimento.

Exemplo 3. Considere o espaco X = R munido com a medida y = m, a medida de Lebesgue.
Seja fn = 1 nt1) para todon > 1.

n n+1

Entao f,, — 0 em todo ponto, mas

/fndm:m([n,n—l—l]):1740:/0dm.
R R

Exemplo 4. Considere o espaco X = R munido com a medida ;4 = m de Lebesgue.
Para todo n > 1, seja f, = =1

172

173

Como | f,| < % — 0, temos que f,, — 0 uniformemente.
Por outro lado,

/andmZ%m([O,n])zlﬁOZ/ROdm,

mostrando também que a hipé6tese (X ) < oo da Proposicao 1| é necessaria.
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Exemplo 5. Considere o espago X = [0, 2] munido com a medida g = m de Lebesgue restrita
ao intervalo [0, 2]. Para todo n > 1, seja f, := nl[l 2].

A

172 1 2

Entao, f, — 0 em todo ponto, mas

1 2
fndm:nm({—,—]) :174>O:/ 0dm.
[0,2] non [0,2]
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