MAT 2621 Medida e integracao 2022.2

LISTA 4: ESPACOS DE MEDIDA ABSTRATOS

Exercicio 1. Prove que uma algebra atomica é uma o-algebra.
Recorde que uma algebra atomica é definida como segue.
Dado um conjunto X, considere uma particao

X:UAa

acl

em subconjuntos disjuntos (os quais nos referimos como “4dtomos”), e defina

A::{ U Aa:JC]}.
acJ
Em outras palavras, A consiste de todas as possiveis unioes de atomos.

Entao prove que A é uma o-algebra.

Exercicio 2. Considere uma &lgebra atomica com um conjunto enumeravel de atomos.
Explique como se pode definir uma medida neste espago mensuravel e verifique que esta
definicao corresponde de fato a uma medida.

¢

Dica: comece por associar a cada atomo uma certa “massa’”.

Exercicio 3. Prove que se (X, B, ;) é um espaco de medida finita, ou seja u(X) < oo, e se
fn: X = [0,00], n > 1 é uma sequéncia de fungdes mensuraveis tal que f,, — f uniformemente

entao
[ dudus [ pan
X X

Exercicio 4. Seja S C R tal que m*(S) > 0. Prove que existe um subconjunto £ C S nao
mensuravel.

Este exercicio deveria ter sido sugerido em uma lista anterior. A solugao dele usa a ideia da
construgao de um conjunto nado mensuravel (veja Aula 10), mas nao é imediata. Pode seguir
0s seguintes passos.

(a) Prove que se K C R é um compacto com m(K) > 0, entdo o conjunto
K-K:={r—-y:z,ye K}

contém um intervalo (em torno de 0).
Dica: Comege com um aberto U D K com medida comparavel a de K.

(b) Prove que se F' é mensuravel e m(F) > 0, entao F' — F (i.e., o conjunto de todas
as diferencas de elementos de F') contém um intervalo (em torno de 0), logo contém
numeros racionais.

Dica: Use a regularidade interior da medida de Lebesgue.

(c) Defina em S a relacao de equivaléncia

v~y r—y€eq,
e (usando o axioma da escolha) seja R C S um conjunto que contém um representante

de cada classe de equivaléncia.
Entéao, existe ¢ € Q para o qual o conjunto (R + ¢) N S nao é mensuravel.
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Exercicio 5. Sejam C C [0,1] o conjunto de Cantor e c: [0,1] — [0,1] a fungdo de Cantor.
Considere a funcao
f:00,1] = [0,2], f(x)=z+c(x).
Prove as seguintes afirmacoes.
(a) f é uma fungao continua (bom, isso é evidente), (estritamente) crescente e sobrejetora,
portanto é bi continua.
(b) A imagem do conjunto de Cantor pela fungao f é mensurével e

m (f(C)) =1,
Conclua que existe um subconjunto N' C f(C) ndo mensurdvel.
(c) Seja
E:=f'N)cc.

Prove que E nao é boreliano, mas é mensuravel a Lebesgue, logo

B(RY) C L(RY).

Exercicio 6. Seja (X, B, ) um espago mensuravel e seja ¢: X — [0, 1] uma fungao mensurével.
Para cada n > 1 defina as funcdes f, := ¢'/" e g, := ¢".
(a) Prove que todas as fungoes f,, e g, sdo mensuraveis.
(b) Prove que
i [ ndi = p({z € X: o(x) #0}).

n—o0

(¢) Suponha que / ¢du < o0o. Prove que
X

lim [ gndp=p({zeX:o(xr)=1}).
n—o0 X

Dica: na parte (a) use o fato de que fungdes poténcias sdo continuas.

Nas partes (b) e (c¢) use o TCM. Tenha em mente que 0 < f(z) < 1, o que lhe permite
mostrar que as sequéncias {f,} e {g,} sdo monétonas.

Exercicio 7. Seja (X, B, ) um espaco mensuravel e seja ¢: X — [0, 00] uma fun¢do men-
surdavel. Defina a funcao v: B — [0, oo] pondo

v(A) I=A¢dﬂz/)<¢'1Adu for every A € B.

(a) Prove que v é mensuravel em (X, B).
(b) Prove que se f: X — [0, 00] for uma fungao mensurével, entao

/fdv—/ fddp.

Dica: para parte (a), apenas para aquecer, comece provando a aditividade finita da fungao
v. Para provar a aditividade enumeravel use o Teorema de Tonelli (a primeira consequéncia do
TCM).

Parte (b) sera feita em casos, comecando pelo mais simples tipo de fungao f até o caso mais
geral.

i. Suponha que f seja uma funcao indicadora f = 1g para algum E € B.

ii. Suponha que f seja uma funcao simples: f =c;1p, + ...+ cxlp,.

iii. Para o caso geral, f mensuravel, use o fato de que existe uma sequéncia crescente,
fn A f, de funcoes simples nao-negativas. Aplique o caso ii. a f,, e entao use o MCT.
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Exercicio 8. (a) Calcule o limite
1

. —pn
lim e ' dx.
n—oo O

T

(b) Mostre que a funcdo g: [1,00) — R, g(x) := e~
calcule o limite

¢ absolutamente integravel e entao

[e.e]

. _—prn
lim e dx.
n—oo 1

Dica: na parte (a) use o teorema da convergéncia mondtona. Na parte (b) use o teorema da
convergencia dominada.

Exercicio 9. Mostre que a fungao g: R — R dada por g(x) := e~** é absolutamente integravel
(relativamente a medida de Lebesgue).

Exercicio 10. Defina a sequéncia de funcoes f,,: R — R pondo

fola) == e (sinz)".
Mostre o seguinte:

(a) fn — 0 pontualmente em q.t.p. (relativamente a medida de Lebesgue).
(b) lim / fo(x)dz =0,

n—oo R
(c) Prove ainda que f,, — 0 na norma L' (e portanto, também em medida).

Dica: cabe relembrar que ‘sinx| < 1 para todo x, e que além disso sinx = +1 nao ocorre
frequentemente.

Para parte (b) use o teorema da convergéncia dominada e o problema anterior. Na parte
(¢) ndo ha muito o que ser feito, se for notado que, partes (a) e (b) permanecem véalidas para

| fa(2)| a0 invés de f, ().
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