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AULA 10: CONJUNTOS PATOLOGICOS E NAO PATOLOGICOS

Comecamos com o problema de existéncia de conjuntos nao mensuraveis a Lebesgue.

O paradoxo de Banach-Tarski afirma que dada uma bola sélida unitaria B em dimensao 3 ou
maior, B pode ser desmontada em um nuimero finito de conjuntos, que podem ser remontados
(depois de serem transformados por algumas rotagoes e transla(;éesﬂ) em duas bolas unitarias,
dobrando assim o seu volume.

A prova deste resultado usa de maneira essencial o axioma da escolha. Os conjuntos resul-
tados sao muito patolégicos, “dispersoes infinitas de pontos”. Necessariamente, eles nao sao
mensuraveis.

Solovay, em 1970, provou a existéncia de um modelo de teoria dos conjuntos, sem o axioma
da escolha, para qual todos os conjuntos em R sao mensuraveis a Lebesgue.

Portanto, a existéncia de conjuntos nao mensuraveis no espaco Euclidiano depende do sistema
axiomatico considerado. Neste curso, sempre supomos a validade do axioma da escolha (logo,
do lema de Zorn e suas outras consequéncias). Portanto, em nosso cendrio, existem conjuntos
nao mensuraveis, o que mostraremos abaixo.

Exemplo 1. (de conjunto ndo mensuravel a Lebesgue em R) Considere a rela¢ao de equivaléncia
em R dada por

r~y: x—yeQ.
Para todo z € R, sejam
r+Q={z+r:reQ}
a classe de equivaléncia de x e
R/~ ={z+Q:zeR}

o conjunto quociente correspondente.
Como Q é denso em R, para todo x € R, sua classe de equivaléncia x + QQ também é densa
em R, portanto

(x+Q)NJ[0,1] #0.

Pelo axioma da escolha, existe uma funcao
R/ ~>c—z.€[0,1] tal quez. € (z+Q)NJ0,1] paratodoce R/~ .
Considere o conjunto
E:={z.:ceR/~}Cl0,1].
Provaremos que F nao é mensuravel. Precisaremos das seguintes propriedades.

» Valem as inclusoes de conjuntos

(1) 01c |J (BE+gcl-12.
g€QN[—1,1]

De fato, dado y € [0,1], como as classes de equivaléncia particionam o espago R, ou seja
como

existe c € R/ ~ tal que y € c.

10u seja, por transformagoes rigidas, que ndao mudam o volume de conjuntos mensuraveis.
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Por outro lado, por defini¢ao (ou melhor, por escolha) z. € (z + Q) N [0,1]. Entdo, y e z.
pertencem a mesma classe de equivaléncia ¢, logo, existe ¢ € Q tal que

y=z.+q€b+gq.
Além disso, ¢ = y — z., entao |q| = |y — z.| < 1, portanto y € E + ¢, com ¢ € [—1,1].

Ademais, como F C [0, 1], seque que para todo ¢ € [—1, 1], temos E+¢q C [—1, 2], finalizando
a prova de .

m Se q1, q2 € Q sao diferentes, entao os conjuntos F + q; e E + ¢o sao disjuntos.
De fato, se z € E+ ¢; N E + g2, entao existem ¢y,co € R/ ~  tais que

& =T +Q1:$CQ+QQ'

Logo, x., — e, = @2 — q1 € Q, ou seja, x., e x., pertencem a mesma classe de equivaléncia.
Assim, ¢; = ¢9, entao x., = z.,, e dai, ¢; = ¢o.

Suponha por contradi¢do que F seja mensuravel. Entao, para todo ¢ € Q N [—1,1] (que é
um conjunto enumerdvel infinito), E + ¢ também ¢é mensurdvel, e m(E + ¢) = m(E).

Além disso, a uniao enumerével | J qum[—1,1]<E + ¢) é mensuravel e, pela propriedade (1)), sua
medida satisfaz as desigualdades

0<1=m(@O)<m( |J (BE+q)<m(-1,2)=3<c,
qe(@ﬁ[—l,l}
que esta em contradicao com
m( U (E—l—q)): Z m(E) =0ou + o0,
q€QN[-1,1] q€QN[—1,1]

dependendo de m(FE) ser zero ou positivo.
Concluimos que E nao pode ser mensuravel.

Acabamos o capitulo sobre conjuntos mensuraveis a Lebesgue com o critério de mensura-
bilidade de Carathéodory. Intuitivamente, este critério afirma que um conjunto é mensuravel
se e somente se nao é patoldgico, no sentido que nao contém pedacos que podem “ampliar a
medida” de outros conjuntos (como acontece no paradoxo de Banach-Tarski).

Teorema 2. (o critério de mensurabilidade de Carathéodory) Seja E C R As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(i) E é mensurdvel a Lebesgue.
(ii) Para toda caiza B, temos

| Bl=m*(BNE)+m*(B\£E).
(#i) Para todo conjunto elementar A, temos
m(A) =m*(ANE)+m*(A\ E).
(iv) Para todo conjunto aberto U, temos
m(U) =m*(UNE)+m*(U\ E).
(v) Para todo conjunto S, temos

m*(S) =m*(SNE)+m*(S\ E).
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Demonstracao. Como a medida exterior de Lebesgue é subaditiva, para todo conjunto S, sempre
temos

m*(S) <m*(SNE)+m*(S\ E),
entao, somente as desigualdades “ > 7 sao relevantes neste contexto.

(i) = (ii)| Como E ¢é mensuravel e B é uma caixa (entdo, é um conjunto mensuravel),
BN E, B\ E também sao mensuraveis. Além disso, B = (BN E)U (B\ F), logo

IB| = m(B) = m*(BNE) + m*(B\ E).

(i) = (iii) | Seja A um conjunto elementar. Entdo, A pode ser escrito como uma uniao

finita de caixas (quase) disjuntas:

N N
A= U B,, logo m(A)= Z |B,| .
n=1 n=1

Portanto, para todo 1 <n < N,
|B,| = m*(B,NE)+m*(B,\ £),

e somando por n,

m(A) => [By|=> m*(B,NE)+ Y m*B,\E)

N N
> m*( U B, N E> + m*( U B, \ E) pela subaditividade da medida exterior
n=1 n=1

=m*(ANE)+m*(A\ E).

(iii) = (iv)| A prova é similar a anterior. Seja U um conjunto aberto. Pelo Lema 3 da

aula 8, U pode ser escrito como uma uniao enumeravel de caixas quase disjuntas:

o
n=1

Pelo Lema 2 da aula 8§,

m(U) =Y |By| .

Portanto, para todo n > 1,
|B,| =m*(B,NE)+m*(B,\ £),

e somando por n,

m(U) =Y |B,[ =Y m*(B,NE)+> m*(B,\E)

n=1
> m*( U B, N E> + m*( U B, \ E) pela o-subaditividade da medida exterior
n=1 n=1

—m*(UNE)+m*(U\ E).

(iv) = (v)|Seja S C R? um conjunto qualquer. Pela regularidade da medida exterior,

m*(S) = inf{m(U): U D S aberto} .
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Para cada aberto U D S, temos que
m*(U) =m*(UNE)+m*(U\ E)
>m*(SNE)+m*(S\ E) pelamonotonicidade da medida exterior.

Tomando o infimo sobre todo tal aberto U, concluimos que

m*(S) > m* (SN E) +m*(S\ E).

(v) = (i) |Supomos, por enquanto, que F seja limitado; entdao, em particular, sua medida

exterior ¢ finita: m*(E) < oo.
Vamos provar que E é quase aberto. Seja ¢ > 0. Usando a regularidade da medida exterior,
existe U D FE aberto tal que
m*(U) < m*(E) +¢.

Como, por hipdtese,
m* (U)=m* (UNE)+m*(U\ E)=m*(E)+m*(U\ F),
e como m*(F) < oo, concluimos que
m*(U\ E) =m*(U) —m*(E) <e,
mostrando que F é quase aberto, logo mensuravel.

Um conjunto nao necessariamente limitado E pode ser escrito como uma uniao enumeravel
de conjuntos limitados

E = U E,, onde E,:=FEnN[-n,n].
n>1
Verificamos que o argumento anterior é aplicavel ao conjunto FE,,, ou seja, que F,, satisfaz
m*(F) >m*(FNE,)+m*(F\E,)
para todo conjunto F' C R%. Temos o seguinte:
m*(F) = m*(F N [-n,n]%) + m*(F\ [-n,n]Y) (j4 que [~n,n]* é mensurdvel)
=m*(FN[-nn*NE)+m*(FN[-nn]*\ E)+m*(F\ [-n,n]%)
(pela hipétese sobre E, com S := F N [—n,n]%)
>m* (FN([-n,n]"NE)) +m* (F\ ([-n,n]"NE))
=m*(FNE,)+m"(F\E,).

A 1ltima desigualdade segue da subaditividade da medida exterior e da identidade geral entre
conjuntos

(ANB\C)U(A\B)=A\(BnC).

O caso de conjuntos limitados é assim aplicavel a cada conjunto F,, provando a sua mensu-
rabilidade, e com isso, a mensurabilidade de £ = J,,»; E». U

O critério de Carathéodory sera muito importante para estender a construcao da medida de
Lebesgue em outros contextos, ou seja, para abstractizar este procedimento. A ideia é, dado um
espago X qualquer, escolher seus subconjuntos mensuraveis bdsicos (andlogos a caixas no espago
Euclidiano) e definir uma medida natural para estes conjuntos. A medida exterior de qualquer
subconjunto pode ser posteriormente definida como o custo infimo necessario para cobri-lo por
uma uniao enumeravel de conjuntos basicos. E finalmente, o critério de Carathéodory pode ser
usado como definicao do conceito de mensurabilidade, por exemplo, £ C X é mensuravel se
item (ii) do teorema anterior vale para todo conjunto basico B em X.
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UMA PREVIA DA INTEGRAL DE LEBESGUE

Seja f: R? — R U {+o00}. Definiremos

[ 1@ n=1

a integral de f com respeito a medida de Lebesgue, ou, simplesmente, a integral de Lebesgue.
Nem todas as fungoes podem ser integradas; aquelas que podem ser integradas sao chamadas
funcoes mensuraveis a Lebesgue.
O conceito de integragao estd relacionado ao da soma. Vamos considerar o conceito de
somabilidade com mais atengao.

Somas infinitas (séries). Uma série infinita ) ., ¢, é somdvel se a sua sequéncia de somas

.. N . . ~ ..
parciais Sy := > _, ¢, converge. Vamos considerar duas situacOes especiais relevantes na
construcao da integral de Lebesgue.

= Soma infinita sem sinal
Suponha que ¢, € [0,00] para todo n > 1, isto é, > -, ¢, é uma série infinita sem sinal.
Neste caso, a soma desta série existe, embora possa ser infinita, e

nio:lc”_ ll_fgozcn—sup ch F C N finito

neF

» Soma infinita absolutamente somével
Uma série ), -, ¢, é chamada absolutamente somdvel se a série sem sinal ) 77, |c,| ¢ finita
(0 que, em particular, implica a somabilidade da série > -, ¢,).

Notagao. Para um nimero ¢ € R, denotamos por

c sec>0 0 sec>0
ct = — =max{c0} e ¢ = ~  =max{—c,0}.
0 sec<0 —c sec<0
Note que
ct,em >0, c=ct—c, |d=c"+c

Com essas notacoes, uma série » . ., ¢, é absolutamente somével se e somente se as séries
sem sinais »_ o, ¢t e > o ¢, sdo finitas. Neste caso,

[e's) 0o [e's)
> =D G- G
n=1 n=1 n=1

Portanto, a somabilidade (absoluta) de séries pode ser reduzida ao caso de séries sem sinais.
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Construcgao da integral de Lebesgue. Definiremos este conceito em vérios passos.
1. Seja f = 1 a funcao indicadora de um conjunto mensuravel E. Entao,

fdm:=m(F).
Rd
Mais geralmente, suponha que f = Zle c11g, seja uma combinacao linear de fungoes indi-
cadoras de conjuntos mensuraveis F;, com coeficientes ¢; > 0 para todo i € [k] := {1,...,k}.
Este tipo de funcao sera chamada de funcao simples. Entao,
k

fdm = Zc,m(Ez) :

Rd i=1
Esta definicao corresponde a nossa intuicao geométrica da integral de uma fungao nao ne-

gativa como o volume abaixo do grafico da fun¢ao. Também, por construgao, é uma operacao
linear (como deveria ser).

2. Suponha que f > 0 possa ser aproximada (de uma maneira razoavel) por fungdes simples.
Chamamos tal funcao “mensuravel a Lebesgue”. Entao,

fdm :=sup {/ sdm: s < f, s é uma funcao simples} .
Rd

Rd
3. Seja f: RT — RU {400}, entdo |f| > 0. Escreva
F=rt- 1
onde
frz)=fl=)" e [ ()= f(x)" .
A fungao f é chamada absolutamente integrdvel se f* e f~ sao fungdes mensuraveis (logo,
|fl = fT+ f~ é mensuravel também) e

/ |f| dm < 0.
Rd

fdm:= ftdm — fdm.
Rd Rd Rd

A seguir, faremos uma apresentacao detalhada de cada passo da construcao acima.

Neste caso, defina
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