MAT 2621 Medida e integracao 2021.2

AULA 14: AS PROPRIEDADES DA INTEGRAL DE LEBESGUE
DE FUNCOES MENSURAVEIS SEM SINAIS

Apresentaremos uma colecao das propriedades mais comuns da integral de Lebesgue de
funcoes mensuraveis sem sinais.

Teorema 1. (propriedades bdsicas da integral de Lebesgue sem sinal) Sejam f,g: RY — [0, oo]
fungoes mensurdveis.

(1) (monotonicidade) Se f < g em q.t.p. entao /f < /g.

(2) (equivaléncia) Se f = g em q.t.p. entdo /f = /g.

(3) (linearidade) /(f—i—g) Z/f+/g e, para todo ¢ € [0, 00], /cf:c/f.

(4) (divisibilidade) Seja E um conjunto mensurdvel. Entdo, f1g e f1ze sio mensurdveis e

[i=[r1e+ [ 1.

Notacao. Denotando, para um conjunto mensuravel F,

/Ef3: RdflE’

a divisibilidade da integral de Lebesgue torna-se

/Rdfz/Eer 1

Além disso, uma fungao f: E — [0, 0] é dita mensuravel se f, a sua extensao por zero em
C ‘ : - £
E*, for mensurdvel. Neste caso, definimos [, f :== [, f.

Demonstra¢ao do Teorema[l. A monotonicidade da integral ja foi estabelecida (segue imedia-
tamente da defini¢do). A equivaléncia é uma consequéncia da monotonicidade, ja que f = g
em q.t.p. se e somente se f < gem q.t.p. e g < g em q.t.p.
Quanto a linearidade, pelo Teorema 1 (3) da aula 12, existem sequéncias ndo decrescentes de
funcoes simples sem sinais {s,}n>1 € {0, }n>1 tais que s, — f e 0, — g em todo ponto.
Entao, claramente, s, + o, ' f 4+ g em todo ponto. Aplicando o teorema de convergéncia
mondtona para cada uma das sequéncias {s, tn>1, {n}n>1 € {Sn + On}n>1, temos que

(1) /sn—>/f, /an—>/g, /(sn+an)—>/(f+g).

Mas a integral de Lebesgue ja foi demonstrado ser linear para fungoes simples, logo

/(sn+0n):/sn+/an.

Tomando o limite quando n — oo e usando (1)), concluimos que

/(f+g)=/f+/g-
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Ademais, se ¢ € [0,00] e s, ' f, entdo c¢s, " cf. Pelo teorema de convergéncia monétona
e a linearidade da integral de fungoes simples, temos

cf=1m [cs,=clim [s,=c | f.
n—oo n—oo
Finalmente, produto de fungoes mensuraveis é mensuravel, logo f 1z e f 1,¢ sao mensuraveis.
Além disso,

f=1F1ga=f1lp+ f1lg,
portanto, a divisibilidade é uma consequéncia da linearidade. 0

O préximo resultado fornece uma estimativa por cima para a medida do conjunto {f > A},
onde f é uma funcao mensuravel sem sinal e A > 0.

Teorema 2. (a desigualdade de Markov) Sejam f: R? — [0,00] uma fung¢do mensurdvel e
A > 0. Entao,

/1
m{fZA}ST.

Demonstragao. Seja E := {f > A}. Como f é mensuravel, o conjunto £ é mensurdvel. Usando
a divisibilidade da integral de Lebesgue, temos que

/fz/Eva[ECfZ[Ef (i4 que /chszlEczm

:/flEz/)\lE (ja que f > A1g, pois f(z) > A quando x € E)
=m(F).
[

Mesmo que a estimativa acima pareca grosseira, ela representa uma das mais importantes
ferramentas usadas na teoria das probabilidades, na teoria da medida, na andlise e etc. Nas
maos do matematico certo (por exemplo, Sergei Bernstein), ela pode ser bastante refinada de
apenas uma faca velha para um bisturi afiado.

Apresentamos dois corolarios simples da desigualdade de Markov.

Coroldrio 1. Seja f: R? — [0, 00] uma funcio mensurdvel a Lebesgue. Entao, /f =0see

somente se f = 0 em q.t.p.

Demonstragao. Claramente, f = 0 em q.t.p. se e somente se m(supp(f)) = 0. Mas

supp() = {os f(a) 0} = {7 >0 = U {72 1|

n>1

Portando, supondo que / f =0, pela desigualdade de Markov, para todo A > 0, temos

w{r>xp<Ld =0,

logo,

mwp() < {72t <o
" 0
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Corolario 2. Seja f: R? — [0, 00| uma fungao mensurdvel. Se /f < 00, entao f < oo em
q.t.p. A reciproca nao é verdadeira.

Demonstragao. Claramente, f(x) = oo se e somente se, para todo n € N temos f(x) > n. Além
disso, {f > n} D {f = n+ 1}. Portanto,

{f zn} N Af =00},
Como, pela desigualdade de Markov,

m{le}é/f<oo,
o teorema de convergéncia monétona de baixo para conjuntos é aplicavel e implica o seguinte:
m{f =oo} = lim m{f >n}.
n—oo

De novo, pela desigualdade de Markov, para todo n > 1, temos

m{fzn}gﬂ—w quando n — oo,
n
ja que /f < 00. Portanto, m{f = oo} = 0, mostrando que f < co em q.t.p.

A funcao constante f =1 < co em todo ponto, mas /f = 00, logo a reciproca é falsa. [J

Em seguida, consideramos a interpretagao geométrica da integral de Lebsgue sem sinal, que
é o analogo natural da de Riemann-Darboux.

Teorema 3. (interpretacdo geométrica da integral sem sinal) Seja f: RY — [0, 00] uma fungdo
mensurdvel a Lebesque. Entao, a regiao sob o grafico de f,

A = {(m,t):xGRd € 0§t<f($)}CRd+17

¢ mensurdvel a Lebesque (em RYTY) e a sua medida no espago ambiente é

w(dy) = [ fa)dmo).
R4
Precisaremos saber algo sobre o produto cartesiano de conjuntos mensuraveis.

Exercicio 1. Sejam E;, C R% e E, C R% dois conjuntos mensurdveis em seus respectivos
espacos euclidianos ambientes. Entao, E; x Fy é mensurdvel em R4+ ¢

m(E1 X EQ) = m(El) m(EQ)

Demonstragao do Teorema[3. Primeiro provamos a afirmac¢ao para uma fungio simples sem
. . k ~ . , . . ~
sinal. Seja s = Y ., ¢; 1p, tal fungdo, onde os conjuntos mensurdveis E; C R% i € [k] sdo

disjuntos. Claramente, a regiao sobe o gréafico de s é
AS = U Ez X [O,CZ‘) .
i€k]
A unido acima consiste em conjuntos disjuntos e (pelo exercicio anterior) mensurdveis em
R logo, A, é mensuravel e
k

m(4,) = Zm(E x[0,¢)) =Y m(E) m([0,¢;)) = Zcim(Ei) = /s,

=1

provando a afirmagao para a funcao s.
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O caso geral, de uma funcao mensuravel sem sinal f segue usando aproximacao por fungoes
simples. Seja {s,},>1 uma sequéncia de fungoes simples sem sinal tal que s, * f quando
n — oo. Nao ¢ dificil ver que as regides sob os graficos correspondentes satisfazem a mesma
propriedade de monotonicidade para cima, ou seja,

A, /Ay quando n — o0.

De fato, dados © € R e n € N, se t < s,(z) entdo t < s,41(x), logo A, C A,,,. Além
disso, se (z,t) € Ay, entdo 0 < t < f(x) = sup,~; sp(z), portanto, existe N € N para qual
t < sy(x), mostrando que (z,t) € A, . -

Concluimos o seguinte: Ay é mensuravel (ja que os conjuntos A,, sdo mensurdveis, pois s,
sao fungoes simples) e

m(A,,) - m(Ayr) (pelo teorema de convergéncia mondtona para conjuntos)

/ Sp — / f (pelo teorema de convergéncia mondtona para fungoes)

m(As,) = /sn (j& que s, sao fungoes simples),

portanto m(Ay) = /f O

Vale notar que o grafico de uma fun¢ao mensuravel, como conjunto de co-dimensao 1 no
espaco ambiente, é negligenciavel.

Exercicio 2. Seja f: RY — [0, 00] uma fungao mensurdvel & Lebesgue. Entdo, o seu gréfico,
Gy = {(5,9): v €R? e y= f(z)} CRH,
¢é negligenciavel.

O enunciado acima pode ser obtido usando-se adequadamente o teorema anterior, em relagao
a regiao sob o grafico de uma funcao. Segue que, no final, a desigualdade estrita na definicao
do conjunto Ay no teorema anterior pode ser trocada por uma desigualdade nao estrita.
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FUNCOES ABSOLUTAMENTE INTEGRAVEIS
Comecamos com o conceito de funcao mensuravel a Lebesgue com sinal.

Definicao 1. Uma funcio f: R — R é chamada mensuravel & Lebesgue se existir uma
sequéncia de fungoes simples {s,: R? — R },>; tal que s, — f em q.t.p.

Observacao 1. Lembre-se que dado ¢ € R, denotamos por
ct =max{c,0} e ¢ =max{—c,0}

Entao,

ct,ee >0, c=ct—c, Jel=c"+c

c=0&sct=¢c =0

Além disso, dada uma sequéncia de nimeros {z,},>1 C R e z € R, temos

Tp, — T  se e somente se x:{—>x+ e T, —IT

Ademais, se {f,}n>1 ¢ uma sequéncia de fungoes, entao

fn— f emqt.p. seesomentese fI — f7 emqtpe f, — f emq.tp

O seguinte teorema fornece uma caracterizacao do conceito de mensurabilidade para funcoes
com sinal, analogo ao Teorema 1 da aula 13.

Teorema 4. Considere uma funcdo f: R — R. As sequintes afirmacdes sao equivalentes:
(1) [ é mensurdvel a Lebesque, ou seja, existe uma sequéncia de funcoes simples com sinal
{$n}n>1 tal que s, — f em q.t.p.
(2) [T e f~ sdo mensurdveis a Lebesque.
(3) Para todo intervalo I C R, o conjunto {f € I} é mensurdvel a Lebesgue.
(4) Para todo conjunto aberto U C R, o congunto {f € U} é mensurdvel a Lebesgue.
(5) Para todo conjunto fechado F C R, o conjunto {f € F'} € mensurdvel a Lebesque.
(6) Para todo A € R, o conjunto {f > A} € mensurdvel a Lebesgue.

As outras afirmacoes do tipo {f > A} {f < A} ou {f < A} mensurdveis também sao
equivalentes as afirmacoes acima.

Demonstragao do Teoremal[f. A prova da equivaléncia entre as afirmagoes de (3) até (6) é
completamente andloga a do Teorema 1 da aula 13.

(1) = (2) Seja {s,}n>1 uma sequéncia de fungoes simples (com sinais) tal que s, — f em
q.t.p. Pela observacao anterior, s} — f*es, — f~ em q.t.p. Como s;, s sao fungdes simples
(sem sinais), segue que f* e f~ sdo mensurdveis

(2) = (1) Existem duas sequéncias de fungoes simples sem sinais, s, — fI e 0, — f~.
Podemos supor que para todo n > 1, s, e 0, moram em caixas, entao sao finitas em todo
ponto. Portanto, a funcdo s, — 0,,: R? — R é simples e

Sn_o-n_>f+_f7:f7

provando que f é mensuravel.
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(2) = (3) Seja I C R um intervalo. Vamos considerar separadamente os casos 0 ¢ [ e 0 € 1.
e Se 0 ¢ I, como [ é conexo, ou I C (0,00) ou I C (—o0,0). Nao é dificil ver que se
I C (0,00) entao
{feny={f"eil
que é mensuravel, pois fT é mensurdavel. Similarmente, se I C (—00,0), que equivale a
—1 C (0,00), temos
[fen={f e-1}
que também é mensuravel, pois f~ é mensurdvel e —I é um intervalo.
e Se 0 € I, entao
I=I1tul- u{0}
onde
It:=1IN(0,00) e I :=1N(-00,0).
Portanto,
{refj={fer"yu{feryuf{s=0}.
Pelo caso anterior, {f € I} e {f € I"} sdo mensuraveis, enquanto
{f=0t={f"=0tn{f =0}
que também é mensuravel. Portanto, em todos os caso, {f € I} é, de fato, mensurdvel.
(6) = (2) Seja A > 0. Temos que

{fr>2={f>x}
pois f*(z) = f(x) sempre que f(x) > 0 e fT(z) = 0 no caso contrario. Como {f > A} é
mensuravel e A > 0 é arbitrario, segue que f* é mensurdvel. Similarmente, dado A > 0,

{7 > A ={f <=2}

que é um conjunto mensuravel, logo f~é uma funcao mensuravel. O
A seguir, apresentamos exemplos bésicos de fungoes mensuraveis.

Teorema 5. As sequintes valem:
(1) Toda fungdo continua f: RY — R é mensurdvel.
(2) Se f: RY — R ¢ mensurdvel e ¢: R — R € continua, entdo ¢ o f é mensurdvel.
(8) Toda func¢ao simples é mensurdvel.
(4) Se f =g em q.t.p e [ é mensurdvel, entdo g € mensurdvel.
(5) Se {fn}n>1 € uma sequéncia pontualmente limitada de funcoes mensurdveis, entdo
Sup,>1 fn € inf,>1 fr sdo mensurdveis.

(6) Se {fn}tn>1 € uma sequéncia de funcées mensurdveis e f, — f em q.t.p, entao f €
mensurdvel.

(7) Se f,g sao mensurdveis e c € R, entdo f + g, cf, f g sao mensurdveis.

(8) Se f é mensurdvel, entao |f| é mensurdvel também.

Demonstragao do Teorema[J.

(1) Dado qualquer conjunto aberto U C R, como f é continua,

{fett=r"0)

é aberto, logo mensuravel, mostrando que a fungao f é mensuravel.
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(2) Dado U C R aberto, ¢~1(U) é aberto, pois ¢ é continua. Mas
{pofeUt={feco ' (U)}

que é mensuravel, pois f é mensuravel. Logo, ¢ o f é mensuravel.

(3) Seja s: R — R uma funcao simples. A sequéncia constante s, = s para todo n > 1
converge para s, logo s é mensuravel.

(4) Como f é mensurdvel, existe uma sequéncia {s, },>1 de fung¢oes simples tal que s, — f
q.t.p. Mas como g = f em q.t.p. segue que s, — ¢ q.t.p., provando a mensurabilidade
de g.

(5) Seja A € R. Entao,
fsup fu <A} = Ql{fn <N e fnfhz )=z

Como os conjuntos {f, < A}, {f. > A} sdo mensurdveis para todo n > 1, pois f, sdo
fungoes mensuraveis, segue que sup,,»; fn € inf,>1 f, sao fungées mensurdveis.

(6) Se f, — f em q.t.p, entao
fF—=f" e f.—=f emaqtp

Pelo Teorema , paro todo n > 1, as fungbes sem sinais f;7 e f~ sao mensuraveis,
portanto f* e f~ também sdo mensurdveis. Pelo teorema anterior, f é mensurdvel.

(7) Existem sequéncias de fungoes simples s, — f e 0, — g. Entao, para todon > 1,
Sp+0p, CS, € Sp-0p
sao simples e
Spt+on— f+g, csp—cf, Spcon—>f-g
provando a mensurabilidade de f + g, cf e fg.

(8) Pelo Teorema[d] as fungdes f* e f~1 sdo mensurdveis, entao | f| = f*+ f~ é mensuravel
também.

O

INTEGRABILIDADE ABSOLUTA

Definicao 2. Uma funcao f: R? — R é chamada absolutamente integravel a Lebesgue se f é

mensuravel a Lebesgue e | fldm < oo. Neste caso, definimos

Rdfdm— Rdf+dm f dm.

Observagao 2. Como 0 < f*, f~ <|f], pela monotonicidade da integral sem sinal, tem-se

o< [r 1< [if<s
logo/f*,/f € R, entao
fi-fr-fre

Assim, a integral de Lebesgue de uma fungao absolutamente integravel é bem definida.
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Observacao 3. Suponha que f = f; — f5 seja uma representacao de f como uma diferenca de

fungoes mensuraveis sem sinais f; e fo, onde / f1, / f2 < o0. Entao, / f= / fi— / fa-
De fato, como fi; — fo = f = fT — f~, temos
h+fm ="+ f,

onde fi, f, [T, f2 sdo funcoes mensurdveis sem sinais. Pela aditividade da integral sem sinal,

tem-se /f1+/f—:/f++/f2;
Ja-fn=fr-[r=]s

A maioria das propriedades da integral sem sinal também vale para fungoes absolutamente
integraveis.

logo,

Teorema 6. Sejam f,g: R? — R funcdes absolutamente integrdveis e c € R

(1) (linearidade) f + g e cf sao absolutamente integrdveis e /(f +g) = /f + /g,
/cf = c/f.
(2) (monotonicidade) Se f < g em q.t.p, entdo /f < /g.

[ <[

(4) (divisibilidade) Se E é um conjunto mensurdvel, entdo f-1p e f-1,c sdo absolutamente

mtegrdveise/f:/f-IE—l—/f-IEc.

Demonstragao do Teorema [0,
(1) Pelo Teorema 5| (6), f + g e ¢f s@o mensuraveis. Além disso, como |f + g| < |f| + |g] e
|f 4+ gl, | f], |g| sdo fun¢oes mensurédveis sem sinal, pela monotonicidade e linearidade da integral

sem sinal temos
[1s+a1< [ani+1a)

= 11+ [1ol < o0

mostrando a integrabilidade absoluta de f + g.
Como f=ft—f"eg=g"— g, temos que

f+r9=0UT+9)—(+9), fT+9)e (fT+9)

sao funcoes mensuraveis sem sinais e, pela observacao anterior,

Jura=[ursa- [u+o)
_ ( / 4 / g+) _ ( / ot / g_> (pela linearidade da integral sem sinal)
(fr=fr) (o)
s

(3) (a desigualdade triangular)
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A prova da identidade / cf =c / f € exercicio.

(2) f < g em q.t.p implica g — f > 0 q.t.p. Portanto, /(g —f)>0.Mas,g=f+(g—f)

e, pela aditividade da integral,

[o=[r+[e-n= [t

(3) Temos que f <|f| e —f < |f|. Pela monotonicidade da integral,

[r<fi e [en< /i

‘/ﬂ:mw{/ﬁ—/f}
—max{ [ 1. [0} < [

(4) Como 1gpel ¢ sao fungoes simples, logo mensurdveis, pelo Teorema J-lgpe f-1.csdo

Portanto,

mensuraveis. Além disso, |f - 1| < |f| entao /\f ‘1| < | |f| < oo, mostrando que f-1p é
absolutamente integravel. O mesmo vale para f - 1,c. Claramente,

f=F1p+[f 1
e usando a linearidade da integral, segue que

[r= [+ 11,

Observacgao 4. Dados uma funcao absolutamente integravel f: R — R e um conjunto men-

suravel E, denotamos por
/fdm::/f-lEdm.
E

A propriedade da divisibilidade se torna

Jut = Jp7+ ot

Ademais, uma funcio f: E — R é dita mensurdvel se a extensao dela por 0, f: R? — R,

O

= ) flx) se veFE
f(x)_{() se z¢FE.
for mensuravel. Neste caso, / fdm = fdm.
E R
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