MAT 2621 Medida e integracao 2024.2

AULA 1: O PROBLEMA DE MENSURABILIDADE.
MEDIDA ELEMENTAR.

Ja estamos familiarizados com um outro tipo de integral, a integral de Riemann. No entanto,
a integral de Riemann é insuficiente na analise matematica.

Exemplo 1. Considere a funcao f: [0,1] — R dada por

_J1 sexeQ
f(x)_{O sex ¢ Q.

Esta funcao nao é integravel a Riemann. De fato, dada qualquer particao
P=0=xy<z1<...<z=1)

de [0, 1], como cada subintervalo I; := [z;_1, z;] contém pontos racionais e irracionais, as somas
de Darboux superior e inferior correspondentes sao

R(f.P) =D _sup (@) || = D15 =1,

j=1 JJE]]'

n

R(f.P)=_ inf f(z)- || =0.

j=1

Além disso, considere uma enumeragao Q = {q1,¢2, ..., qn, Gnr1, - - -} de Q e define, para todo
n>1,

fn(x) = {1 Sexe{ql’QQ"">Qn}

0 caso contrario.

A sequéncia de fungoes { fn}n21 satisfaz as seguintes propriedades:
fl SfQSH-fnan—&-l S

fn(x) = f(z) quando n — oo para todo x € [0, 1]

fu(z) é integravel a Riemann para todo n > 1 (j4 que f,, possui um nimero finito de
pontos de descontinuidade),

/Olfn(x)dx:/OIde:O.

Contudo, a funcao f, que é o limite (pontual, mondtono) da sequéncia de fungoes integréaveis
a Riemann {f,}, -, ndo é integravel & Riemann.

Portanto, precisamos de um conceito de integracao mais flexivel, que é fechado com respeito
a tais limites.
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A TEORIA DE JORDAN-RIEMANN-DARBOUX

O problema de mensurabilidade. O espaco de referéncia é R? (d = 1,2,3,...). O objetivo
é definir um conceito de medida “fisica” aplicdvel a uma ampla coleciao de conjuntos E C RY,
a ser chamados de conjuntos mensurdveis.

Os conjuntos do espaco euclidiano mais faceis de medir sao caizas retangulares, para quais
o volume (respectivamente, o comprimento em dimensao um ou drea em dimensao dois) repre-
senta uma medida fisica natural.

Mais geralmente,

(i) O que significa para um conjunto £ C R? ser mensuravel?
(ii) Se E é mensurével, qual ¢ a sua medida?

(iii) Que propriedades bésicas (ou axiomas) devem ser satisfeitas por uma medida? Por
exemplo, se F é a reuniao disjunta entre dois conjuntos mensuraveis E; e F,, qual
deveria ser a relacao entre suas medidas?

Comecamos com a medida de Jordan, relacionada a integral de Riemann; depois disso apre-
sentaremos um conceito de medida mais refinado, a medida de Lebesgue, que nos permitira
definir a integral de Lebesgue.

Medida elementar. Seja I C R um intervalo limitado, i.e. um intervalo do tipo [a,b], (a,b),
[a,b) ou (a,b). Define o seu comprimento por || := b — a.
Uma caiza em R? é um produto cartesiano

B=1 xIyx...x1I4
de intervalos limitados. Define seu volume por |B| := |I1| - |I5] - ... - |14].

Definicao 1. Um conjunto elementar E C R? é qualquer uniao finita de caixas
EFE=BU...UB,.

Exercicio 1. Se E, F C R? sdo conjuntos elementares, entdao EUF, ENF, E\ F, EA F sao
conjuntos elementares também.
Além disso, qualquer translagao

E+a:={x+4+a:z €L},
onde a € R? e £ é um conjunto elementar, também é um conjunto elementar.

Lema 1. Seja E C R? um conjunto elementar qualquer.

(i) E pode ser escrito como uma unido disjunta de caizas.
(ii)) Se E =By U...UB, e E=BjU...UB!/ sdo duas representagoes de E como unides
disjuntas de cairas, entao

|Bi|+ ...+ |Bn|=|Bi| +...+|B.,].

Demonstracao. Vamos fazer a prova em dimensao d = 1. O argumento em dimensao maior é
similar (exercicio).
(i) Seja E C R um conjunto elementar, isto é, uma uniao finita de intervalos limitados
I,...,I,. Entao
E=LULUIL;U...UI,

=LUDL\L)ULB\(LUub)U...Uu,\(LU...UL_)).
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Entao basta provar a seguinte afirmacao: dados quaisquer intervalos limitados I, Iy, ..., I},
o conjunto

I\([LHU...UI)

pode ser descrito como uma uniao finita de intervalos disjuntos.

Observe que a interse¢ao entre um intervalo limitado e um intervalo qualquer é sempre um
intervalo limitado. Além disso, o complemento de um intervalo limitado é uma uniao de dois
intervalos disjuntos (nao limitados).

Entao, como

INL=INT
temos que I \ I; é uma uniao de dois (entao finita) intervalos disjuntos e limitados.
Além disso,

I\UNMQ:[HMUhf:[mﬁm@:(HUDH@

que, pelo argumento anterior, serd uma uniao finita (de no maximo quatro) intervalos limitados
disjuntos.

Por indugao, concluimos que o conjunto I \ (I3 U...U I;) pode ser descrito como uma uniao
finita de intervalos limitados disjuntos.

(ii) Vamos usar um argumento de discretizagao: dado qualquer intervalo limitado I C R,

1
g 1= i A

1 k
—Z =< —kEZ>.
N {N 65}

De fato, se I = (a,b), para todo N > 1 sejam ky, [y € Z tais que

Y

onde

kn ky+1 In In+1
— < — < .
N_a< N e N<b_ N
Noteque%%ae%%bquando]\f%oo.
Segue que
1 kn +1 In
b)N—7Z = ey —
@ingz= {2t
entao
1
b)N—=Z ) =1y —kn.
# (00572 =1 = b
Entao

£(In4Z)  #(@bhniz)

N N
_In—ky I Ry _
—T—N—N—)b—a—ul,

mostrando .

Seja E =1, U...U1, Como os intervalos Iy, ..., I, sao disjuntos, dado qualquer N > 1,
temos que

#(Em%Z) :#((Im...u[@m%Z)

1 1
z#(hmﬁz>+”+#<gmﬁzy
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Dividindo os dois lados acima por N, passando ao limite quando N — oo e usando ({1,
concluimos que

. # (E N ]lVZ)
A expressao
i 2O N7
N—o0 N
nao depende da representacao £ = I, ... I, de F como uma uniao disjunta de intervalos
limitados, provando assim o nosso lema. 0

O lema anterior nos permite definir a medida de um conjunto elementar.

Definicao 2. Seja £ C RY um conjunto elementar, e seja £ = B; L. ..U B, uma representacio
qualquer como uniao disjunta de caixas. Definimos a medida de E por

m(E) = |Bi| +...+|Bal .
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