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AULA 2
MEDIDA ELEMENTAR, MEDIDA DE JORDAN

1. MEDIDA ELEMENTAR (CONTINUAGAO)

Lembramos que um conjunto £ C R? é dito elementar se pode ser escrito como unifo finita
de caixas F = B1U...UB,,. Além disso, sempre é possivel tomar caixas de forma que esta uniao
seja disjunta. Considere o conjunto & := {E C R?: E elementar } e vamos definir a medida
elementar como sendo a funcio m: E(RY) — R, m(E) := |By| + -+ + |B,|.

Teorema 1. (Propriedades basicas da medida elementar) Sejam E,F € & (]Rd) em a medida
elementar definida acima. Sao vdlidas:
(1) (positividade) m(E) > 0, para todo E e m(()) = 0.
(2) (aditividade finita) Se ENF =0 entao m(EU F) = m(E) + m(F).
Por indugdo, m(FEy U ... U E) = m(Ey) + ...+ m(Ey).
(3) Se E é uma caiza entdo m(E) = |E|.
(4) Se E C F entao m(F \ E) = m(F) — m(E).
(5) (monotonicidade) Se E C F' entao m(E) <
(6) (subaditividade finita) m(E' U F) < m(FE) +
(7) (invariancia o translagao) m(E + a) =

m(F).
m(F).

m(E) para todo a € RY,
Demonstracao. (1),(2),(3),(7) sao evidentes e (5), (6) estdo na Lista 1.

Vamos provar (4): Como E C F entao F = EU(F \ E), em que E e F'\ E s@o conjuntos
elementares. Assim, segue por (2) que

m(F) =m(E) +m(F\ E)
Portanto, m(F \ E) = m(F) —m(E) O

Teorema 2. (Unicidade da medida elementar) Suponha que A: & (Rd) — R seja uma fungao
que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) X(E) > 0 para todo E € € (R?);

(2) NEUF)=\E)+ \F), para todo E, F € & (R?);
(3) (E—i—a)—)\( ), para todo a € R? ¢ E € € (R);
(4) A([0.1)") = 1.

Entdo, A = m.

Demonstragao. (em dimensao 1)

E f4cil verificar que a aditividade e a positividade da funcao A implicam sua monotonicidade.
De fato, se E C F entdo podemos escrever F' = E LI (F'\ E). Assim, pela aditividade de A
segue que A(F) = AM(E) + A (F'\ E) e como A (F'\ E) > 0 concluimos que A(E) < A(F).

Passo 1. Provaremos que A([0, z]) = x paratodo xz € R, z > 0. Temos que [%, 1) = [O, §)+§,
logo A [%, ) =X|0 [ ) Como [0,1) = [O, %) LI [%, 1) segue que

1= A[0,1) = A[0, 2)+/\[2 )—2)\[0,%).

Portanto A [O, %) =

1
3
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Mais geralmente, para todo n > 1 e para todo 0 < k < n, [%, %) = [0 l) + %, entao
AL 57 = A[0.7)-

n’ n _—
kE k+1
Note que [0,1) = U [—, + > Logo
n n
k=0

:1/\[143 k:+1> nA[O,%),

[e=]

mostrando que )\[0, %) = E' Além disso,

A[O,S) :A[o,l>+/\F,z>+...+)\[k_1,ﬁ> =

n n n n n

Seja x > 0 e note que para todo n > 1 existe k, € N tal que 7"

em particular, ’jj — x quando n — oo. Logo, temos que [0, ’;1) C [0,x)

monotonicidade da funcao A,

o) a0 < et

ou seja,
kn k, 1
— < A[0,2) < — 4+ —.
n n o n

Como %" — x quando n — oo, concluimos que A [0, z) = .

Passo 2. Seja [a,b) C R com a < b. Como [a,b) =[0,b— a) + a,
Ala,b) = X[0,b—a) =b—a.
Observe que para todo n > 1 temos {0} C [O, %) e pela monotonicidade de A segue que
1 1
0 < M0} < A[O,—) =——0 quando n — co.
n n
Logo, M0} = 0 e como {z} = {0} + = segue que \M{z} = 0 para todo = € R. Desta forma,

concluimos que para todo intervalo limitado I, A (I) = |].

Passo 3. Seja F € £E(R), E =1, U...UI, Como A ¢ aditiva concluimos que
AE) = A(h) + +A( n) = I+ ] = m(E).
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2. A MEDIDA DE JORDAN

Os conjuntos abaixo e o conjunto de Cantor (em R) nao sao elementares.

Estederemos o conceito de medida a uma familia maior de conjuntos, que contém esses
exemplos.

Definicao 1. Seja £ C R? um conjunto limitado. Definimos a
» medida interior de Jordan de E por

m, j (E) =sup{m(A): A C E, A elementar} ;
» medida exterior de Jordan de E por
m*/ (F) = inf {m(B): E C B, B elementar} .

Observe que 0 < m, ; (E) < m*’/ (E) < oo, para qualquer E C R? limitado.

Definigao 2. Se m, s (E) = m*/ (E) = m(FE), entdo dizemos que E é um conjunto Jordan
mensurdvel. Neste caso, m(E) é a medida de Jordan de E.

Observacao 1. (1) Se E é um conjunto elementar, entdao £ é Jordan mensurével.
(2) Se m*’ (E) = 0 entdo E é Jordan mensurdvel e m(E) = 0.

Teorema 3. Seja E C R? limitado. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

(i) E € Jordan mensurdvel;
(i1) Para todo € > 0, existem conjuntos elementares A e B tais que

ACECBem(B\A) <e
(iii) Para todo € > 0, existe A conjunto elementar tal que m*’(AAE) < e.

Demonstragao. A equivaléncia (i1) < (i) estd na Lista 1.

Vamos mostrar (i) < (i7): Inicialmente suponha que E é Jordan mensuravel, logo pela
definigao m, ; (E) m*/ (E) = m(F). Fixe € > 0 e veja que
m(E) = m*’ (E) = inf{m(B): B D E elementar}.
Portanto, existe B D F conjunto elementar de modo que

(1) m(B) < m(E) + g

Além disso, temos também pela definicao que
m(E) =m, ; (F) =sup{m(A): A C E elementar}.

Ou seja, existe A C E conjunto elementar de modo que
€

2) m(4) > m(E) - 3.
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Desta forma, temos que A C EF C B em que A e B sao conjuntos elementares e por e
segue que
m(B\A) =m(B) —m(A)

Sm(E)—l—%—m(E)—i-g:e.

Por outro lado, fixe € > 0 e suponha que existam A e B conjuntos elementares de modo que
ACFECBem(B)—m(A) =m(B\ A) < e. Entdo, pelas defini¢bes das medidas exterior e
interior de Jordan,

0<m* (E) —m,;(E) <m(B) —m(A) <e
Como isso vale para todo € > 0, concluimos que m*’ (E) — m,_; (E) = 0, ou seja, E é Jordan
mensuravel. [l

Um truque comum em Analise.
= Para provar que a = 0 (onde a > 0) é suficiente mostrar que
a<e, Ve>0.
= Para provar que x = y é suficiente mostrar que |y — x| = 0, ou seja,
ly—z| <e Ve>D0.

» Alternativamente, para provar que x = y ¢é suficiente mostrar que z < y e y < x, ou
seja, que
r<y+e Ve>0 e y<z+e Ve>0.

Exercicio 1. Prove que a regiao delimitada por um triangulo é Jordan mensuravel e também
prove a féormula da drea (ou seja, a medida de Jordan) de um triangulo.
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