MAT 2621 Medida e integracao 2024.2

AULA 4: A INTEGRAL DE DARBOUX

Defini¢ao 1. Uma funcéo s : [0,b] — R é uma funcdo escada se existe uma parti¢ao
0,0 =1, U...UI,
e constantes cq, ..., ¢, € R tais que:
s(x) =c¢j, se ze€lj,1<j<n
Definicao 2. Funcdo indicadora E C R%:

1 if e F
1 = ’
5() {0 it 2 ¢ E .

Entao uma fungao s : [a,b] — R é uma funcao escada se e somente se:

n
S = E Cj]-Ij
=1

onde {Iy,...,I,} é uma particao de [a, b].
Algumas propriedades da funcao indicadora:
(1) 1gap =1g-1p
(2) Se ENF = (Z) entao 1EI_IF = 1E + 1F
(3) E C F se esomente se 1p < 1p

Definicao 3. Seja s = Z ¢j1;, uma fungao escada. A integral de Darboux de s ¢ definida

j=1
por:
n

/ Cswdr = 3oL

j=1
Observacao 1. Este conceito é bem definido, nao depende da representagao de s como com-

binacao linear de funcoes indicadora, ou seja: se s = g el = E d;J, entao s = E el Ii| =
k=1 1=1 k=1

Z d;|J;|. De fato, considerando:

=1
{I:nJ:1<k<n1<j<mI,NJ #0}

é uma parti¢ao mais fina de [a,b]. Como s = Z el = Z d,J; se x € I N J; entdo s(z) = ¢

k=1 =1
e s(x) = d; assim ¢, = d;.
Portanto,
s = E cklfkﬂJl
kL T,NJ; A0
Onde,

L=U(IenNJ) J:LNJ#£0 e J=UINJ) k:L,NJ#0D

pagina 1



MAT 2621 Medida e integracao 2024.2

= Ll =Y [Lndl e |4 =) nJ
l k

Logo,
chuk‘ :chZ|Ikal|: Z Ck|IkﬂJl|
k k l kTN 20
(&
Sodla =" d) |Lndl= > dlLnJ|
! l k Kl I,NJ; 0

Mas, ¢x = d; quando Iy N J; # 0, entdo Y, cx|lx| = >, di|Ji].

Proposicao 1. (Propriedades bdsicas da Integral de Darbouz para fungoes escada) Sejam s, 0 :
[a,b] = R duas fungoes escadas duas fungoes escada. Entao
(1) Linearidade: s+ o é uma fun¢ao escada e

/ab(s—i-a):/abs—I—/aba

Se ¢ € R entao cs € uma funcao escada e

b b
/ cs = c/ s
a a

b

/ s <0

a
(iii) Monotonicidade: s < o = f;s < fja
(iv) Se E € um conjunto elementar, entdo

l%E:mw)

(1) Positividade: se s <0 entao

Demonstracao. (i) Aditividade: Sejam

g = dllJl

onde,
[k = l—llIk N Jl = 1Ik = Zl[kal
l

Sempre podemos usar a mesma particao para duas funcgoes escada:

5= E clr, = E el ng
% Kl

0= § dl]-Jl = E dllfkﬂJl
! Kl
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Entao, podemos representar {k, .., k,} particao de [a, b]:

p p p
5 = ZailKia = Z bilg, = s+o= Z(ai + b;)1;, = s+ o é uma funcao escada
i=1 i=1 i=1

[ 4=+

=1
b b

(ii) Evidente (Exercicio)

(iii) Exercicio

Demonstracao. (iv) Seja E =1, U ...U I, C [a,b] um conjunto elementar.
[a,b]\ E=J,U...UJ,
também é elementar.Assim, {Iy, ..., I,,, J1, ..., J, } é uma partigao de [a,b] e
1p=1-1,4...4+1-1;, +0-1,, +..+0-1,,
Entao 1g é uma fungao escada e
/blE:1-1[1—i—...+1-11n+0~1{]1—l—...+0-1!]m

=|L|+ ... +|L]
= m(E)
O

Definigao 4. Seja f : [a,b] — R um fungao limitada. Considere todas as fungoes escadas s < f
e 0 > f. Definimos:

b b
/ fz)dz = sup{/ s(z)dx : s < f fungdo escada}
a integral de Darboux inferior de f e
b b
/ f(z)dr = sup{/ s(z)dx : s < f fungao escada}
a integral de Darboux superior de f.
b b
Claramente, / flz)dz < / f(z)dz.
f ¢é chamada de Darboux integravel se:

/ab f(z)dx = /abf(:c)d:c =: /abf(q:)dx

Neste caso, o valor comum se chama a Integral de Darboux de f.
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Proposicao 2. Seja f : [a,b] = R uma fungao limitada. f é Darboux integrdvel se e somente
se, para todo € > 0 existem s < f < o , s,0 funcoes escada tais que:

/ab(a—s)gg

Demonstracao. Exercicio. O

Proposicao 3 (As propriedades bésicas da integral de Darboux).
(i) Linearidade: Se f1, fo sao integrais a Darboux e ¢ € R entdo f1 + fo e cfi também sdo e:

/abf1+f2=/abf1+/abf2

b b
/ cfi = C/ fi
(ii) Positividade: f>0= [*f >0

(iii) Monotonicidade: f < g = f;f < fabg
(iv) Seja E C [a,b]. E é Jordan mensurdvel se e somente se 1g € Darboux integrdvel. Neste
caso, fab 1 =m(FE)

Demonstragao. A segunda parte do item (i) e os itens (ii) e (iii) serdo deixados como exercicios.
Aditividade: f1, fo sao Darboux integraveis. Fixe € > 0, existem s;, 0;, 1 = 1,2 fungoes escada
tais que: s; < f; < o; e fal — fsi < €. Entao,

si+ss< fi+tfo<lor+o,

S1 + So, 01 + 09 sao fungoes escada. Além disso,

/Nﬁ+ag—(&+sm:i/@y—ﬁ%+/@a—@)<5+8:2€

Entao, pela proposicao anterior, f; + fo é integral a Darboux. Ademais, como s; < f; < oy,

1 =1,2. Segue que
/&S/ﬁﬁ/%

(pela definicao da integral de Darboux). Entao,

1) /81+/S2 /f1 /f2 /01+/02

ja que s1, S92, 01, 09 sao funcgoes escada. Como s; < f; < 01,1 = 1,2 segue que s1+ 59 < f1+ fo <
01+ 09, entao:

) [ < [the s < [

Assim, (1)+(2) implicam que:
S ‘/(01+02>—/(81+82)

oo f fonen

< 2¢

(iv) £ é Jordan mensuravel se e somente se 15 é Darboux integravel.
Neste caso, [ 15 = m(E).
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(=) : Fixe ¢ > 0. Como FE é Jordan mensurével, existem A C F C B, A, B elementares tais
que: m(B) —m(A) < eely < 1p < 1p onde A, B elementares implicam que 14 e 15 séo
funcoes escada e

/13—/1A=m<B>—m<A><e

Além disso,

1, <15 <15
:»/1A§/1E§/13
= m(A) <m(E) <m(B)
é’/lE—m(E)‘Sm(B)—m(A)<6—>O

(<) : Suponha que 1g seja integravel & Darboux. Vamos provar que E é Jordan mensurdvel.
Para isso, fixe ¢ > 0. Existe s < 1p < o fungoes escada, tais que [0 — [s < € onde

s = ZCkl[k eo = dellk. Definimos W7 =k : ¢ > 0. Se
k=1 k=1

(3) k€ Wy entao I, C E
De fato, dado = € I,
0<cp=s(r) <1lg(x)=1g(x)=1=z € FE
Logo,
(4) I.CFEec, <1

Seja A = Ugew, I conjunto elementar entao, por (3), A C E. Assim,

m(A) = Z x| = Z 1[I

keWn keWn

> Z Cr ||

keWy

Z ch|1k| = /S
k=1

(se k ¢ Wy, entao ¢ <0). Entao, A C E, A elementar m(A) > /s

n
Agora consideremos o = Z dily,,0 > 15 > 0.

k=1
Sejam Wy :=k: [, N E # 0 e B =y, [x elementar, logo £ C B.
Se k € Wy & EN I, # () entao existe x € E N I, dai
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entao di > 1. Considerando B = Lkew, [, temos:

m(B) =Y [L|= > 1L

keWs keWs

< Z di| |

keWsy

k=1

Logo,
E C B, onde B elementar, m(B) < /O’

A C E, onde A elementar, m(A) > /s

Asssim, A C E C B, A, B conjuntos elementares

m(B)—m(A)g/a—/s<e

Portanto, F é Jordan mensuravel. 0
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