MAT 2621 Medida e integracao 2024.2

AULA 5: A EQUIVALENCIA ENTRE
A INTEGRAL DE RIEMANN E A INTEGRAL DE DARBOUX

Teorema 1. Seja f: [a,b] — R uma funcao limitada. Entao, f é integrdvel a Riemann se e

b
somente se f € integrdvel a Darbouz. Neste caso, I(f) = / f(z)dx.

Demonstragao. Seja € > 0. Como f ¢ integravel a Riemann, existe 6 > 0 tal que

para toda partigao P = {I, s, ..., I,} e para toda escolha de pontos intermedidrios =7 € I,
xy €Iy, ..., a8 € I,, se A(P) <, entdo a soma de Riemann correspondente satisfaz
D F@p) 1l =3(f)| <,
k=1
ou seja
(1) ) —e< D J@) Il <I(f) +e.
k=1

Denotando por
my = inf {f(z): = € I};}

My :=sup{f(x): x € I}
e definindo as funcoes escada

n n
5= g mrl;, e o:= E M 1;, ,
k=1 k=1

tem-se
s<f<o

€

b n b n
(2) /SZka IAR /UZZMk 1] -
a k=1 a k=1

Tomando em o infimo (e depois o supremo) em cada intervalo I sobre todos os pontos
intermedidrios xj, € Ij, obtemos o seguinte:

j(f>_€§2mk | 1] SZMk < e I(f) + ¢,
k=1 k=1

entao, usando ,
b b

I(f)—e< s < o <IJI(f)+e.

a a

Portanto,

/a— s< ) +e) = () —€) = 2,

mostrando que f é integravel a Darboux.

pagina 1



MAT 2621 Medida e integracao 2024.2

Sem perda de generalidade, podemos supor que f > 0. De fato, como f ¢
limitada, existe K € R tal que —K < f < K. Entao, f + K > 0, e uma vez estabelecida a
integrabilidade a Riemann de f 4+ K, a de f segue imediatamente.

Assim, suporemos a partir de agora que 0 < f(z) < K para todo x € [a,b]. Fixe € > 0.

Como f é integravel a Darboux, existem duas funcoes escada s e o tais que

b b
s<f<o e /0—/3<e.
a a

Como f > 0, sua a aproximacao por baixo s também pode ser escolhida tal que s > 0.
Escrevemos

N
SZchljk, CkZO
k=1
N
g = Z dk ].[k,
k=1
onde {1, ..., Iy} é uma particao de [a, b].
Seja
€
§ := mi {I k=1,... N, —} .
min 4 | Ix] R
Considere uma partigdo qualquer P = {.Ji,...,J,} com A(P) < 4, pontos intermedidrios
x; € J;, para todo indice [ = 1,...,m e soma de Riemann correspondente
> )|l
I=1
Dado um indice [ € {1,...,m}, hd duas possibilidades sobre o intervalo correspondente J;:

» Existe k € {1,..., N} tal que J, C I;. Neste caso, chamamos o indice [ “bom”.
» Nao existe tal intervalo I,. Neste caso, chamamos o indice [ “ruim”.

Vamos considerar primeiro o caso ruim. Como {Iy, ..., I;} é uma partigao do intervalo [a, b],
existe k € {1,..., N} tal que JyN I, # (. Mas como J; ¢ I, necessariamente J; contém um
ponto extremo do intervalo [; (e também intersecta um outro intervalo I/). J& que

|| < A(P) <6 < |Ii] ,

segue que J; contém exatamente um ponto extremo de um tnico intervalo Iy, com k € {1,..., N}.
Portanto,
(3) #{le{l,...,m}: J éruim } <N

(4) > A< NS,

[: ruim
Entao, a parte da soma de Riemann correspondente aos indices ruins tem a cota
(5) 0< > faD|A<NK§<e
[: ruim

ou seja, tem uma contribuicao pequena.

A seguir, vamos estimar a parte da soma de Riemann correspondente aos indices bons. Para
fazer isso, note que se xj € J; C I, entao, como s < f < g, segue que

o = s(zj) < fla7) < ola7) = dy.
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Comecamos com a estimativa por cima:

@)=Y N fE Y] D d |

[: bom k=1 1: JCl} k=1 1: JiCly
N N b
k=1 l: J,CI}, k=1 a

Portanto, usando (5], concluimos que

() fol A= Y sl Y el [ose

[: bom [: ruim

A estimativa por baixo é similar, porém, mais sutil.
Note que dado qualquer k € {1,...,N}, como {J;: Il = 1,...,m} é uma partigao de [a,b],
tem-se Iy C [a,b] = ", Ji, entéo

m

L=Jwnn= {J @Gniu U (I N Jy)
=1 l: JiCly, U NI #£0, JiZ 1},
C U J; U U Jj.
I: J;Cly [: ruim
Portanto,
i< S+ S 1< Y A+ N,
l: JiCly, [: ruim l: JiCly

onde a ultima desigualdade segue de .
Concluimos que

(7) > A= I - N6
1: J,CIy,

Note também que ¢, < K, ja que todo ¢ é um valor da funcao s, e s < f < K.
Portanto,

S FEDIA = > @Al (4 que f>0)
=1 [: bom
N N
=303 f@) A=Y Y
k=1 1: JiCly k=1 1: JCly
N
—ch PORFIEDPATAR (usando (7))
k=1 : J,c],c k=1
N

k=1
b
/3—N2(5K>/ s—e€.

Concluimos, junto com a estimativa por cima @ que

b m b
/5—6<Zf(xf)ul|</o+e.
a =1 a
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Por outro lado, como s < f < g, tem-se

[o< 1<
Portanto, ' ' '
iéﬂﬂﬂﬁ%i/w’<(/:%f>—(/:—f):(/ﬂr—/:)+2e<&.
=1 a a a a a

b
Isso mostra que f é integravel a Riemann e J(f) = / f. O

A partir de agora, nos referiremos aos dois conceitos (equivalentes) de integragao acima coma
a integral de Riemann-Darboux.

A proposicao seguinte estabelece de maneira precisa, a bem conhecida interpretacao geométrica
da integral a Riemann como area de uma regiao.

Proposicao 1. Seja f: [a,b] — R wma fungdo limitada, e suponha que f > 0. Considere a
regiao planar abaizo do grdfico de f e acima do eixo x:

E:={(z,t)eR*: z€ab] e 0<t< f(z)}.

Se f é integrdvel a Riemann-Darbouz, entio E é mensurdvel a Jordan (em R?) e

m(E):/abf.

Demonstracao. Dado € > 0, sejam 0 < s < f < o fungoes escada tais que

b b
/U_/S<€.
a a

N N
S = E C]f]_[]C e o= E dk]_]k,
k=1 k=1

onde dy, > ¢, > 0e {[1,...,Iy} é uma particao de |a, b].
Para cada indice k, considere as caixas em R?

Qr = I x [O,Ck], e Ry:=1I % [Oadk]>

e os conjuntos elementares em R?

N N
AZ:UQk, e B:URk
k=1 k=1

Escrevemos

Como s < f < o, tem-se
ACFECB.
Note que

b N N
[ 5= alil=Y @ =
@ k=1 k=1

e similarmente,

b N N
/ o= dell] = 3[Ryl = m(B).
a k=1 k=1
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Segue que

b b
(8) / s=m(A) <m,  (F) <m*(E) <m(B) = / o,

portanto,
b b
m*/(E) —m, ;(E) < / o —/ s <€
a a

o que mostra a mensurabilidade a Jordan do conjunto F.
L b b b :
Além disso, como s < f < o, temos que [/s < [ f < [’o, e junto com (),

‘m(E)—/abf g/aba_/:s<e

mostrando que m(E) = fab I O

Exercicio 1. Seja { f,}n>1 uma sequéncia de fungoes integraveis a Riemann-Darboux em [a, b].
Suponha que
fa— f uniformemente.

Prove que o limite uniforme f também é integravel a Riemann-Darboux e

[r=pm [

Use a versao de Darboux do conceito de integrabilidade.

No que segue, exploraremos a relagao entre a continuidade e a integrabilidade de uma funcao.
Teorema 2. Se f: [a,b] — R € continua, entao f € integrdvel a Riemann-Darbouz.

Demonstra¢ao. Como f é continua e [a,b] é compacto, f é, automaticamente, limitada.
Além disso, f é uniformemente continua. Entao, dado € > 0, existe § > 0 tal que, dados
z,y € [a, 0],

(9) [T -yl <d = [f(z) - fy)l <e.

Podemos expressar @ de forma equivalente como segue. Dado qualquer intervalo I no
dominio da funcao f, definimos a oscila¢ao de f em I por

wi(I) == sup |f(z) — f(y)| = Stllpf—irllff-

z,yel

Entao @D é equivalente ao seguinte: dado I C |a, b],
I <d = we(l) <e.
Considere uma particdo P = {[3,...,In} tal que A(P) < 4, e sejam
my 1= xlglfk f(z) e My :=sup f(x).

€l

Defina as funcoes escada

N N
8::kalk e 0::ZMklk.
k=1

Entao, s< f<oe
N

JACEDEDSCTERIARS SPtATIAp

k=1 k=1
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Dado qualquer indice k € {1,..., N}, como |I;| < A(P) < 4, pela continuidade uniforme (9)
de f, temos que ws(I}) < e. Portanto,

/(o—s)<eZ|Ik\:e(b—a),

k=1
o que estabelece a integrabilidade a Darboux da funcao f. U

Comentdrio 1. E se a funcao f tiver um (ou um niimero finito de) ponto(s) de descontinuidade,
ele ainda ¢ integravel (supondo que seja limitada)?

Seja zo € |a,b] e suponha que f: [a,b] — R seja limitada e continua em [a,b] \ {zo}. Com
uma pequena modificacao, o argumento anterior ainda é aplicavel neste cenario. E suficiente
isolar o ponto de descontinuidade xy em um intervalo suficientemente pequeno.

De fato, sejam m, M € R tais que m < f < M, fixe ¢ > 0 e escolha 0 < § < 37~ Entao,
f é continua em [, := [a,xo — ¢] e em Iy := [zg + I, b]. Pelo teorema anterior, existem fungoes

escada s; < f < o; em [, j = 1,2, tais que

/I‘(Uj—sj)<€-

J

Vamos definir duas fungoes escada em [a, b] como segue:

s1  em [q oy em [
§:=14 Sy em I e o:=<09 eml,
m  em (xg— 9,x9 + 0) M em (xg— 9,29+ 9).

Evidentemente, s < f < . Além disso,

/ab(a—s)Z/(a—s)+/(a—s)+(M—m)|(:c0—6,mo+5)|<3€,

I I
provando assim a afirmacao de que f é integravel a Riemann-Darboux.

O mesmo argumento ¢é aplicavel no caso de uma fungdo com um ntmero finito de pontos de
descontinuidade. Um argumento similar, mas um pouco mais elaborado pode ser usado para
tratar o caso de um conjunto de pontos de descontinuidade com medida de Jordan nula.

Exercicio 2. Seja f: [a,b] — R uma funcao limitada. Suponha que o conjunto dos seus pontos
de descontinuidade tenha medida de Jordan zero. Prove que f ¢ integravel a Riemann-Darboux.
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