MAT 2621 Medida e integracao 2024.2

AULA 9: A MEDIDA DE LEBESGUE
(CONVERGENCIA MONOTONA, REGULARIDADE, CRITERIOS DE MEDIDA FINITA)

Comecamos com um teorema de convergéncia mondtona para conjuntos, util em si, e também
uma prévia de um resultado muito importante na teoria de integracao.
Introduzimos algumas notagoes acerca do “limite” de uma sequéncias { F, },,>1 de conjuntos.

» F, / E significa By C Ey C ... C B, C Eyy1 C ..., ou seja, {E,},>1 é uma sequéncia
nao decrescente de conjuntos e E = |J,»; En.

» B, \ E significa £y D E; D ... D E, D Ey1 D ..., ou seja, {E,},>1 é uma sequéncia
nao crescente de conjuntos e £ = () o, E,.

Teorema 1. (convergéncia mondtona para conjuntos) Seja {Ey,}n>1 C M(RY) uma sequéncia
de conjuntos mensurdveis.

(1) (convergéncia mondtona para cima) Se E,, /' E entao m(E,) — m(E) quando n — co.
(2) (convergéncia mondtona para baizo) Se E,, \, E e se m(FE;) < 0o, entdo m(FE,) — m(FE)
quando n — co. A hipdtese m(Ey) < oo € necessdria.
Demonstragao. Observe que se E C F entao F'= EU(F\ E), logo m(F) = m(E)+m(F\ E).
Portanto, se m(F) < oo, tem-se m(F \ £) = m(F) — m(E).

(1) Se m(Ey) = oo para algum N > 1, entdo, como a sequéncia {E, },>; é nao decrescente,
pela monotonicidade da medida, segue que m(E,,) = oo para todon > N e também m(F) = oo,
mostrando a afirmacao neste caso.

Se m(FE,) < oo para todo n > 1, como E, C E,;; temos que

m(Eni1 \ En) = m(Eni1) —m(Ey).

Além disso, a uniao U@l E,, pode ser escrita como uma uniao disjunta como segue:
UE. =B U(EB\E)U...U(Em \E)U. ..
n>1
Portanto, pela o-aditividade da medida,
m(Up>1E,) =m(Ey) +m(Ey \ Ey) + ... +m(E, \ E) + ...
=m(Ey) +m(Ey) —m(Ey) + ...+ m(Epy) —m(E,) + ...

= lim m(E,).
n—oo
(2) Considere os intervalos E,, := [n,00) C R. Entao, claramente E, \ 0, m(F,) = oo, mas

m(()) = 0, mostrando a necessidade da hip6tese m(Ey) < oo para algum N > 1.

Suponha que m(E;) < oo e considere os complementos dos conjuntos { £, },,>1 relativamente
a F1, ou seja, considere os conjuntos F,, := Fy \ E,, n > 1.
Como {E,},>1 ¢ uma sequéncia nao crescente, { F}, },>1 é nao decrescente e F,, /' F, onde

F=|JF.=JE\E)=E\(|E. =E\E.
Pelo item (1), m(F) = lirzlnﬁoo m(]_fn), portanto, :
m(E;)) —m(F) =m(F) = nh_)ngo m(F,) = nll_)rlolo (m(Ey) —m(E,)) =m(E;) — lim m(E,),

n—0o0

mostrando que m(E) = lim,,_,,, m(E,), dado que m(E;) < co. O
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A seguir, mostraremos a compatibilidade entre a medida de Lebesgue e a estrutura topolégica
do espaco R

Teorema 2. (regularidade interior) Seja E C R® um conjunto mensurdvel. Entdo
m(E) =sup{m(K): K C E, K conjunto compacto} .

Observacgao 1. Ja provamos a regularidade exterior da medida exterior de Lebesgue. Em
particular, nesse contexto de um conjunto mensuravel £ C R%, a regularidade exterior afirma
que
m(E) =inf {m(U): U D E, U conjunto aberto} .
Devido as propriedades de regularidade (interior e exterior), ou seja, a compatibilidade da

medida de Lebesgue com a topologia do espago ambiente, chamamos a medida de Lebesgue em
R? de medida de Radon.

Demonstragao do Teorema[d. A desigualdade m(E) > sup {m(K): K C E, Kcompacto} vale
pela monotonicidade da medida. Vamos provar a desigualdade oposta. Seja € > 0. Basta
provar que existe K C E compacto tal que

m(E) <m(K)+e.

Como E é mensuravel, pelo Teorema 1, item (iii) da aula 9, F' é quase fechado por dentro,

ou seja, existe F' C F fechado tal que
m(E\F) <e.
Portanto,
mE)=m(FUE\F)=m(F)+m(E\F) <m(F)+e.

Todo conjunto fechado é o limite para cima de uma sequéncia de conjuntos compactos. De

fato, para todo n > 1, denotando por

K, = FnN[-n,n]?,

temos que os conjuntos K, sao fechados e limitados, logo compactos, e K,, / F.
Pelo item (i) do Teorema [l m(K,) — m(F) quando n — oo, entdo existe N tal que

m(F) <m(Ky) +e.
Concluimos que o conjunto compacto Ky satisfaz Ky C FF'C FE e
m(E) <m(F)+e<m(Ky)+2e,
finalizando a prova do teorema. O
A medida de Lebesgue m: M(R%) — [0, 0o] é invariante por translagdo, ou seja, para todo
conjunto mensuravel E e para todo z € R?, temos
m(E +z) = m(E).

De fato, a invariancia por translacao vale para o volume de caixas e a medida de Lebesgue
de um conjunto mensuravel é expressa em termos de volumes de caixas que o cobrem.

Acontece que médulo um fator de escala, a medida de Lebesgue é a tinica medida no espaco
euclidiano, invariante por translacao.

Teorema 3. (unicidade da medida de Lebesgue) Seja p: M(R?) — [0, 00] uma funcao tal que
(1) p(@) = 0.

(2) 1t (Upsr Bn) = >oney u(Ey) para toda sequéncia {E,},>1 de conjuntos mensurdveis e
disjuntos.
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(3) u(E + x) = p(E) para todo conjunto mensurdvel E e para todo x € R%.
(4) p((0,1)7) = 1.
Entao, p =m.
Demonstracao. Exercicio. O

Um conjunto limitado automaticamente tem medida exterior finita. O contrario nao é ver-
dade. Por exemplo, pode ser mostrado (exercicio) que o conjunto

1
E::{(x,y)€R2:x>0, OSySE}CRQ

é mensuravel a Lebesgue, possui medida finita, mas claramente nao é limitado.
O teorema seguinte caracteriza conjuntos mensuraveis com medida finita.

Teorema 4. (critérios para medida finita) Seja E C R, As sequintes afirmacgoes sio equiva-
lentes:

(i) E é Lebesgue mensurdvel e m(FE) < 0o.

(i) E € quase aberto por fora com medida finita: Ve > 0 existe U D E aberto tal que
m(U) <oco em*(U\ E) <e.

(i11) E estd perto de um aberto limitado: Ye > 0 existe um congunto aberto e limitado U tal
que m*(U A E) < e.

(iv) E € quase compacto por dentro: Ve > 0 eziste K C E compacto tal que m*(E\ K) < e.
(v) E estd perto de um compacto: Ye > 0 existe um compacto K tal que m*(K A E) < e.

(vi) E estd perto de um conjunto mensurdvel e limitado: Ye > 0 existe um conjunto men-
surdvel e limitado A tal que m*(A A E) < e.

(vii) E estd perto de um conjunto mensurdvel com medida finita: Ye > 0 eziste um conjunto
mensurdvel A tal que m(A) < oo em* (AA E) <e.

(viii) E estd perto de um conjunto elementar: ¥Ye > 0 existe um conjunto elementar B tal que
m*(BAFE) <e.

(iz) E parece pixelado (em escala suficientemente fina): Ve > 0 existe m € N e existe D,
uma unido finita de caizas diddicas de geragio m (ou seja, de comprimento lateral ou
escala 5 ), tal que m*(D A E) < e.
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Demonstragao. | (i) = (ii) | Seja € > 0. Pela definigdo de mensurabilidade, £ é quase aberto,
logo existe U D E aberto tal que m*(U \ E) < e. Segue que U deve ter medida finita:

mU)=m(FUU\E)=m(E)+mU\E)=m(E)+m*(U\E) <m(FE)+e< 0.

(i) = (i) | Esta implicagao é ébvia: E é quase aberto, logo, mensuravel, e pela monoto-
nicidade da medida, se E C U, onde U é aberto com medida finita, entdao m(E) < m(U) < co.

(ii) == (i)| J4 sabemos (veja Teorema 1 (ii) da aula 8) que todo conjunto E que estd

(arbitrariamente) perto de abertos, necessariamente ¢ mensuravel.
Resta provar que E possui medida finita. Sejam ¢ > 0 e U aberto e limitado tais que
m(U A E) < e. Como
EC(E\U)UUC(EAU)UU,
temos que
m(E) <m(EAU)+mU) <e+m(U) < co.

(ii) == (viii) | Sejam € > 0 e U aberto tais que
UDE, mU)<oo, m*(U\FE)<e.

Pelo Lema 3 da aula 8, o conjunto aberto U pode ser escrito como uma uniao enumeravel de
caixas quase disjuntas e fechadas {B,,},>1. Pelo Lema 2 da aula 8,

m(U) =Y |B.| .

Mas como m(U) < oo, a série infinita acima é convergente, portanto existe N € N tal que

sua cauda satisfaz
o

> |Bul <e.
n=N+1
Seja
N
B:=|]JB..
n=1

Entao, B é um conjunto elementar (uma unido finita de caixas), B C U e
UAB=U\BcC ] B..
n>N+1

Segue que

m*(UAB)Sm*( U Bn>: i |B,| <.

n>N+1 n=N-+1
Por outro lado,
m*(UAE)=m*(U\ E) <e,
portanto,
m* (BAE)<m*(BAU)+m*(UAE) < 2,

monstrando a afirmacao.

(i) = (iii) | Pagando mais um €, podemos supor que o conjunto elementar (logo, limitado)

B do argumento anterior é aberto. Mais precisamente, ampliando ligeiramente cada caixa
fechada que compoe B, obtemos um conjunto aberto B’ O B tal que m(B’ \ B) < ¢, logo B’
estd e-perto de B, que ja esta e-perto de E, provando assim a afirmacao.
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(viii) = (iii) | Esta afirmacao é ébvia, ja que todo conjunto elementar é limitado, e, pa-

gando mais um e se for necessario, pode ser suposto aberto.

Assim acabamos de provar as equivaléncias (i) <= (ii) <= (iil) <= (viii). As equivaléncias
(i) <= (iv) <= (v) <= (vi) <= (vii) sao similares e sdo deixadas como exercicios.

Claramente, a priori (ix) ¢ mais forte do que (viii): parecer pixelado significa estar (arbi-
trariamente) perto de uma uniao finita de caixas diddicas de mesma geragao, que obviamente
¢ um conjunto elementar. Entao, resta provar a implicagao (viii) = (ix), que é a afirmacao
mais interessante do teorema.

(viii) = (ix)| Seja € > 0. Existe um conjunto elementar B = B; U ... U By tal que

m*(B A E) < ¢, onde By,..., By s@o caixas, que podem ser escolhidas fechadas.
A ideia é pixelizar cada caixa B,, 1 <n <n.
Entao, seja By uma caixa fechada qualquer. Vamos provar que existe mg € N tal que By

1

parece pixelizada na escala ;. Para cada m > 0, considere a uniao de todas caixas diddicas

Qim de geragao m que intersectam By:

Dy = J{Qim: Qim N Bo # 0, i € Z} .

Como, para cada geragao m, temos J;o; Qim = R?, segue que By C D,,, portanto,

By C ﬂDm.

m>0

Além disso, pela propriedade de encaixamento das caixas diddicas (toda caixa de geragao
m + 1 estd contida em uma caixa de geragao m), temos que D,,+1 C D,,, ou seja, a sequéncia
{Dn}m>0 ¢ nao decrescente.

Vamos mostrar que médulo um conjunto negligenciavel, () <, D é, na verdade, igual a B,.

xE(ﬂDm)\BO.

m>0
Como By é fechado e © ¢ By, existe V aberto tal que z € Ve VN By = (). Para m
suficientemente pequeno, existe uma caixa diddica @);,, de geracao m tal que z € @, C V.
Portanto,

Seja

xEQj,m (S Qj’mﬁBOI(Z).

Por outro lado, x € D,;, = |J{Qim: Qim N By # 0, i € Z}, portanto existe uma caixa diddica
Qim de geragdo m tal que

eri,m € Qz,mmBO#m

Segue que z € @, NQim €1 # j (essas duas caixas sao diferentes). Mas duas caixas diddicas
de mesma geracao sao iguais ou quase disjuntas. Portanto, x pertence a fronteira de uma caixa
diddica, que é um conjunto negligencidvel (porque a fronteira de uma caixa consiste em seus
lados, que sao caixas de dimensdo menor do que a do espago ambiente). A familia de caixas

diddicas é enumeravel. Portanto, <ﬂm>0 Dm> \ By estd contido em um conjunto negligencidvel

(uma unido enumerével de conjuntos negligenciaveis), logo, é negligenciavel também.

Concluimos que, para algum conjunto Z de medida zero, temos
() D =BoU Z,
m>0

portanto,
D,, \, By U Z.
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Pelo item (i) do Teorema [I] segue que
m(By) = m(ByU Z) = lim m(D,,),

m— 00

portanto existe my € N tal que, para todo m > my,
€
m(D,,) < m(By) + N

logo,
(D, \ Bo) = m(Dy,) — m(By) < % .

Vamos aplicar a concluséo acima a cada caixa B,, 1 <n < N. Existe m,, € N tal que B,
parece pixelizada na escala 5 para todo m > m,; mais precisamente, existe D}, uma uniao
finita de caixas diddicas de geragao m, tal que

m(Dy,\ By) <

m?

€
N

Seja m := max{m,: 1 < n < N}. Entao, na escala 2—m todas as caixas B,, 1 < n < N
parecem pixelizadas, no sentido que

m(D,, \ B,) <

Seja
N
D:=|JDy.
n=1

Entao, D é uma uniao finita de caixas diddicas de mesma geracao me D D B = Uivzl B
Além disso,

D\B:(UD;)\(GBn)cﬂ(D;\Bn),

portanto,
N
€
DAB m(D \ B) D” B <N—=
m(DAB)=m(D\B) <3 m(Dy\ L=

Provamos que B parece pixelado, ou seja, esta e-perto de D, que estd e-perto de E, finalizando
a prova do teorema. O
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