MAT 2621 Medida e integracao 2024.2

AULA 11: INTEGRACAO DE FUNCOES SIMPLES

Comecamos com a definicao e as propriedades bésicas de fung¢oes simples.

Definicao 1. Uma funcao s: R — R ¢ dita simples se

k
s = E cilg, ,
i=1

onde ¢; € R e E; sdo conjuntos mensuraveis a Lebesgue para todo i € [k].
Ademais, s = Zle ¢;1g, é uma funcao simples sem sinal se os coeficientes ¢; € [0, 400] para
todo i € [k].

Notagao. Vamos fazer as seguintes convengoes naturais sobre operagoes algébricas que envol-

vem +o0.
o0+ 00 =0

c-00 =00, sec>0

0-00=0
> -c=00, sec>0
o00-0=0.
Observacgao 1. Seja s = Zle ¢;1p, uma fungao simples. Os conjuntos mensuraveis £, . .., By

nao precisam ser disjuntos. Porém, se for conveniente, pode-se supor que eles sao disjuntos e
até mesmo, que eles formam uma particdo do espaco R%.

De fato, se (por simplicidade) k& = 2, logo s = ¢11g, + ¢21g,, como os dois conjuntos F; e Fy
determinam uma particao de espaco R? em quatro subconjuntos

RY = (B, \ Ey) U (B> \ Ey) U (Ey N Ey) U (E) U E)"
= (B NEY U (BN EY U (B N Ey) L (BN EY),

segue que
cy semGElﬂEg
Cy seerlﬂEg
s(x) =cilg, () + clE, (x) =
(z) = e1lp (2) + 2l (@) ci4+cy sex € EyNE,
0 se z € EC N ES

=clp g+ c2lp,qp+ (c14c2) 1pnp, +0 Lgengs -

O mesmo argumento vale com qualquer nimero k de conjuntos E;, i € [k].

Dado um conjunto £ C R?, vamos denotar por £+ := E e por E~ := EE. Entao, com estas
notacgoes, os conjuntos Fi, ..., E; determinam uma particao
R'= || E"n...NEY

Oél,..-704k€{+7—}

em 2% conjuntos mensuraveis, e, claramente,

_ /
§ = E : C(oq,...,ock) 1E?1ﬂu.ﬂE;:k

alw-"ake{“”v*}
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. /
para alguns coeficientes Clar, )"

Note que se c1,..., ¢ € [0,00], entdo, claramente c{,, =" +...+ " €[0,00].
Proposicao 1. (propriedades basicas de fungioes simples) Sejam s e o duas fungoes simples e
c € R. Entao,

(1) s+ o e cs sao fungoes simples.
(2) s-0 é uma fungdo simples.
(8) sT,s7,|s| sao fungoes simples.

Demonstracao. O primeiro item é ébvio. O segundo segue do fato de que 151 = 1gnp. Para
provar o terceiro, seja s = » -, ¢;1p,, onde os conjuntos mensuraveis E;, ¢ € [k] sdo disjuntos.
Entao, evidentemente,

k

k
st = ctlp e |S|:Z|Ci| 1g,,
i=1 =1

que sao funcgoes simples. l

Definigao 2. (da integral de Lebesgue de uma funcao simples)
Seja s = Zle ¢;1g, uma funcdo simples sem sinal, entdo ¢; € [0,00] para todo i € [k].
Definimos a integral de s por

k
sdm := c;m(E;),
/. > ()

com as convengoes acima mencionadas para operacoes com oo.

Ademais, uma funcao simples qualquer é dita absolutamente integrdvel se

/ |s| dm < oo.
Rd

Neste caso, definimos a integral de s por
/ sdm::/ sTdm— [ s dm.
Rd Rd Rd

Observagao 2. A integral de uma fungao simples sem sinal (e entdo também a de uma funcao
absolutamente integravel) é bem definida. De fato, dadas duas representagdes da fungao simples
sem sinal s,

k l
S = E Ci]-Ei = E dlej s
i=1 j=1

onde ¢y, ..., ¢k, dy, ..., d; € [0,00], temos que

Z c;m(E;) = Z d; m(F}) .

Provamos isso em duas etapas. Em primeiro lugar, supomos que os conjuntos {£;};cp e,
respectivamente, {F}};cp sejam disjuntos dois a dois. Portanto, {E; N F}} i jyemxp também
sao disjuntos. Pela Observagao (1, sem perda da generalidade, podemos supor que

k l
UE ={JF =R"
i=1 j=1
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Portanto, para todo i € [k] e j € [I],

E=||(BinF) e F=||EnE)
logo
l
m(E) =) m(ENF) e m(F)=3 mENE)

Note que se E; N Fj # () e se x pertence a esta intersegao, entao ¢; = s(x) = d;. Por outro
lado, se E; N F; = (), entdao m(E; N F;) = 0. Logo, para todo (i,7) € [k] x [I], tem-se

Portanto,
k k l kool kool
chm :ZczZmEﬂF ZZCZmEﬂF ZZd]mEﬂF
=1 i=1 7j=1 =1 j=1 i=1 j=1
Ik l k !
=> N dmENF)=> dY mENF)=> dmnF
7j=1 =1 7j=1 i=1 j=1

Se {E;}icpr) nao sao disjuntos, podemos substitui-los por conjuntos disjuntos. De fato, pela
Observagao [1]

R aq Qe

Ademais, como ¢; = 0 para todo i € [k], pois ¢; > 0, temos que

Yoo+ g m(BER NN ER) =
Q,.eny ake{+7_}

= > SmEMNLNEM) 4.+ > grm(BER 0L NEY)

Q1 yeeny Oéke{+ —} Alseeey OékE{-‘r _}
== Z clm(ElﬂEQO‘QrWﬂE,fk)-i-

a1=+, az,...,arc{+,—}
—+ Z ckm(Eflﬂ...ﬁE,?ffﬂEk)

at,eon_1€{+,—} ap=+

:clm< U EmE;”?m...mE,‘jk)Jr

~|—ckm< U Eflm...mEjﬁ;lmEk>
at,...,ap—1€{+,—}

=cm(E)) + ...+ gm(Ey),

assim estabelecendo que a integral de uma funcao simples sem sinal estd bem definida.
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Dizemos que uma propriedade P(z) vale para quase todo ponto (abreviado q.t.p.) z € R?
se

m {z € R’: P(z) ndo vale} = 0.

Por exemplo, dada uma funcio f: R? — R, a afirmacido f = 0 q.t.p. significa f(z) = 0 para
quase todo ponto x € R, ou seja,

m{z € R%: f(z) #0} =0.

Além disso, para duas fungoes f e g, a afirmacao f = g q.t.p. significa

m{z € R%: f(z) # g(x)} =0.

Filosofia de Lebesgue: Conjuntos de medida zero nao importam em teoria da medida,
ou seja, uma afirmacao valida em q.t.p. é suficientemente boa.

Definigao 3. O suporte (no sentido de teoria da medida) de uma funcao f: R? — R U {400}
¢ o conjunto:

supp(f) = {z € R: f(z) # 0}.

O seguinte resultado resume as propriedades bésicas da integral de uma funcao simples sem
sinal.

Proposigao 2. Sejam s,0: RY — [0,00] duas fungoes simples sem sinal, e seja ¢ € [0,00].

Entao,
(i) (linearidade)
s+o)am = sam + o am
Jutsvertn= [ s [ o
Rd R R
/(cs)dm:c/ sdm.
RY Rd
(i) (finitude)

/ sdm < oo se e somente se s < o0 q.t.p. e m(supp(f)) < oo.
R4

(i) (nulidade)
/ sdm =0 se e somente se s =0 q.t.p.
R4

(iv) (monotonicidade) Se s < o q.t.p., entdo /s < /a.

(v) (equivaléncia) Se s = o q.t.p., entdo /s = /0.

Demonstracao. A linearidade é 6bvia por definigao.
Seja s = Zle ¢;1p, uma fungao simples sem sinal. Podemos supor que ¢; € (0, c0] para
todo i € [k] e que os conjuntos {£;}icy sao disjuntos. Entao,
k
supp(f) = | J B
i=1
Vamos comecgar com a implicagao oposta.
Como m (supp(f)) < oo, temos que m(E;) < oo para todo i € [k].
Como s < 00 q.t.p., se para algum j € [k], ¢; = oo, entdo m(E;) = 0, logo ¢;m(E;) = 0.
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k
Para todos os outros indices i, temos ¢; m(F;) < co. Portanto, /s = Z cm(E;) < oo.
i=1

k
Provamos a implicacao direta. Como / s = chm(EZ) < o0, e como ¢; > 0 para todo
i=1
i € [k], necessariamente m(F;) < oo, logo

m (supp(f)) =m (U EZ> = Zm(El) < 00.

=1

Além disso, se para algum indice j temos ¢; = oo, como ¢;m(E;) < /s < o0, entao

necessariamente m(E;) = 0. Portanto,

{x:s(x) =00} ={z: existe je[k], € E; e ¢; =00} = U E;,

J:cj=00
logo

m ({z: s(x) =o0}) =0.

Como no item anterior, escrevemos s = Zle cilg,, com ¢; > 0 e E; disjuntos, logo
k
supp(f) = | J B

=1

Se s = 0 q.t.p., entao m(supp(f)) = 0, logo m(E;) = 0 para todo i € [k], e dai,

kol

/s:;qm(&):o.

Por outro lado, se

para todo i € [k] temos que ¢; m(E;) = 0, e como ¢; > 0, tem-se m(F;) = 0, mostrando que

m(supp(f)) = Z m(E;) =0,

=1

isto ¢, s = 0 q.t.p.
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Suponha que s < ¢ q.t.p.. Pela Observacao (1}, podemos representar essas funcoes como

k !
s = E c¢ilg, e o= E dilp;,
i—1 j=1

onde {E; };c( e, respectivamente, { F}};ey sdo parti¢oes do espago R%. Portanto, um argumento
similar ao da Observagcao |2 implica

/S:Zcim(Ei) :Z Zczm(EszJ)

— i=1 j=1
! koo
/gzzdjmwj) =S S dm(ENE).
j=1 i=1 j=1
Dados i € [k] e j € [l], ou m(E; N F;) = 0, e neste caso ¢; m(E; N F;) = d; m(E; N Fy),
ou m(E; N Fj) > 0, e neste caso, como s < o q

t.p., necessariamente temos ¢; < d;, logo
¢ m(E; N Fy) <d;m(E; N F;). Segue que /s < /0.

Finalmente, item (v) é uma consequéncia imediata da monotonicidade da integral. U
A seguir, apresentamos as propriedades basicas da integral de funcoes simples com sinal.

Proposicao 3. Dadas s,0: R? — R funcoes simples absolutamente integrdveis e ¢ € R, tem-se

(i) (linearidade)
/(s+a)dm:/ sdm+/ ocdm e /(cs)dm:c/ sdm.
R4 Rd Rd R4 Rd

(ii) (monotonicidade) Se s < o q.t.p., entdo /3 < /a.

(#i) (equivaléncia) Se s = o q.t.p., entdo /s = /0.

Demonstracao. Exercicio.
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