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AULA 12: FUNCOES MENSURAVEIS A LEBESGUE (SEM SINAL)

Poderiamos pensar em uma funcao mensuravel de duas maneiras: como uma fungao bem
aproximavel por fungoes simples ou, por analogia com o conceito de func¢ao continua em topo-
logia, como uma funcao para a qual a pré-imagem de qualquer conjunto relevante é mensuravel.

Definimos o conceito de fungao mensuravel a Lebesgue pela primeira maneira e depois pro-
vamos a equivaléncia entre essas abordagens.

Definigao 1. Uma fungao f: R? — [0, 00| é mensurédvel a Lebesgue se f for o limite pontual
de uma sequéncia de fungoes simples sem sinais, ou seja, se existir uma sequéncia {s, },>1 de
funcoes simples sem sinais tal que

sn(x) — f(x) paratodo x € R?.

Vamos introduzir algumas notagoes tteis.

Notagao. Dada uma funcao f: R? — [—00,00] e um subconjunto A C [—o0, 00|, denotamos
por
{f e A} :={zeR" f(x) € A} = [1(4)
a preimagem de A pela fungao f.
Da mesma maneira, dado A € [—o0, 00|, seja

{f>A={reR% f(z) > A} = f7H (A ) .
Similarmente podemos definir {f > A}, {f < A} e {f <A}
Essas notagoes tém um sabor probabilistico, onde {f € A} pode ser pensado como o evento
que f pertenca ao conjunto A.

A seguir caracterizamos a mensurabilidade de uma fungao sem sinal.

Teorema 1. Para uma funcao f: RY — [0,00], as sequintes afirmacdes sio equivalentes.

(1) f € mensurdvel a Lebesgue, ou seja, existe uma sequéncia {s,}n>1 de fungoes simples
sem sinais tal que s,(x) — f(z) para todo x € R%.

(2) [ € o limite em quase todo ponto de uma sequéncia de fung¢oes simples sem sinais, ou
seja, existe uma sequéncia {s,}n>1 de fungoes simples sem sinais tal que s,(x) — f(x)
para quase todo x € RY.

(3) [ € o limite de uma sequéncia ndo decrescente de funcgoes simples, sem sinais, limitadas,
com suportes limitados, ou seja, existe uma sequéencia

0<s1(x) <...<s,(2) < Spya(z) <... paratodo x € R¢
tal que, para todo n > 1, a funcao s, € simples, limitada, supp(s,) € limitado e

lim s,(z) = f(z) para todo = € R,
n—oo

(4) Para todo X € [0,00), o conjunto {f > A} € mensurdvel a Lebesgue.

(5) Para todo X € [0,00), o conjunto {f > A} é mensurdvel a Lebesgue.

(6) Para todo X € [0,00), o conjunto {f < A} é mensurdvel a Lebesgue.

(7) Para todo A € [0,00), o conjunto {f < A} é mensurdvel a Lebesgue.

(8) Para todo intervalo I C [0,00), o conjunto {f € I} é mensurdvel a Lebesgue.

(9) Para todo aberto U C [0,00), o conjunto {f € U} € mensurdvel a Lebesgue.
(10) Para todo fechado F C [0,00), o conjunto {f € F'} é mensurdvel a Lebesgue.
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Alguns fatos técnicos. Antes de comecar a prova do teorema acima, vamos sujar as maos,
aprendendo alguns segredos de ganha-pao deste negécio.ﬂ

» E evidente que para dois numeros reais x e y, temos
1
y>r <= Ve>0, y>r—¢€ < Vm>1, y>xr— —.
m

Portanto, dados uma funcao f: R? — [—o00, 00] e um nimero A € R, tem-se

(12) rzn=N{r=a- 11

m>1

ou seja, o evento {f > A}, dado por uma desigualdade nao estrita pode ser descrito por um
processo enumeravel envolvendo desigualdades estritas.
Similarmente, o oposto também vale. Como, evidentemente,

1
y>x <= de>0,y>ax+e < dm>1, y>v+ —,
m
segue que
1
(1b) {f>0)= {m+—}.
TYLL.ZJl m

Os eventos complementares {f < A} e {f < A} podem ser caracterizados do mesmo modo
(ou, diretamente via as leis de De Morgan).

» Considere {fn: R? — [—o0, <>o]}n>1 uma sequencia de fungoes, e sejam inf, >1 f, e sup,,>; fn

as funcoes fnfimo e supremo pontuais, respectivamente. Como para qualquer z € RY,

lgfi fal@) > A <= Vn>1, f.(z) > A

sup fu(z) <X <= VYn>1, fo(z) < A
n>1
tem-se
(22) fnt o2 ab =20 e
(21) {sgg o< A} — <A}

Portanto, usando e as leis de De Morgan, temos

{supfnZ)\}: ﬂ {Supfn>)\—%}: ﬂ {supfng)\—%}ﬂ
m>1

n>1 n>1 m>1 | "=l
=N (N {E<- ) =AU 1)

e outras relagoes similares.
Suponha que a sequéncia { f,, },>1 converge pontualmente. Entao, como

lim f, = limsup f, = inf sup fx,
n=00 n>1 n2l p>np
IPintar um quadro, além de escolher um bom assunto, de ter imaginacio e talento, requer também reunir

suas ferramentas, saber como diluir e combinar tinta, como preparar a tela e etc. Por enquanto, vamos preparar
as tintas.
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temos
{0} = {2 2) = () {sup e 22}

(3) -NNU{r>r-}

n>1m>1k>n

Demonstragdo do Teorema[l. Considere uma fungao f: RY — [0, 00] e seja A > 0,
A equivaléncia entre itens (4) e (5) segue das identidades ([Lal),(1b):

en=Ufrzae il e pzn=n{rsa- L

m>1 m>1

ja que toda uniao e intersecao enumeravel de conjuntos mensuraveis ¢ mensuravel.
Ademais, um conjunto E é mensuravel se e somente se seu complemento Eb é mensuravel.
Como

{F<N={=xN" e {F<n={r>1"
temos que (6) <= (5) e (7) <= (4).
Seja I C [0,00) um intervalo qualquer, por exemplo, I = [a,b). Entao,

{fely={feclab} ={fzapn{f <by,

portanto, (5) e (6) (que ja sdo equivalentes), implicam (8). Obviamente, (8) implica (4).
Todo conjunto aberto U C [0,00) é uma unido enumeravel de intervalos. Portanto, (8)
implica (9), que claramente implica (4).
Um conjunto F' C [0,00) é fechado se e somente se seu complemento F C ¢ aberto. Além
disso,
{feFY={ser},
portanto, (9) e (10) sao equivalentes.

Provamos, assim, que as afirmacoes de (4) até (10), a respeito da pré-imagem pela funcao f
de varios tipos de conjuntos “relevantes”sao, todas, equivalentes.

Evidentemente, (3) = (1) = (2). Portanto, para fechar o ciclo de equivaléncias, basta
provar que (2) = (5) e que (8) = (3).

(2) = (5)| Considere uma fungao f: R? — [0, 0] e suponha que exista uma sequéncia

{sn}n>1 de fungoes simples sem sinais tal que s, (z) — f(z) para quase todo ponto z € R<.

Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequéncia {s, },>1 converge em todo ponto
r € R? (mas nao necessariamente para f(r)). De fato, em todo ponto onde essa sequéncia nao
converge (isto é, para um conjunto negligencidvel de pontos) podemos trocar o valor de cada
fungao s, (z) por 0; assim, a nova sequéncia converge em todo ponto, e ainda converge para f
em quase todo ponto. Portanto, dado A > 0,

{fzx={fzxe lims #fU{f2Xx e lims,=f}
={f=xe lms,#spu{lims, >a},

O primeiro conjunto na unido acima é mensurdvel pois é negligencidvel. Pela férmula 3 o
segundo conjunto pode ser descrito como

(o=} = NN U2

n>1m>1k>n
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ou seja, como o resultado de uma aplicacao enumeravel de unioes ou interse¢oes de conjuntos
do tipo {sy >t} para alguns k > 1 et € R.

Portanto, para concluir que {f > A} seja mensuravel, basta provar o mesmo tipo de propri-
edade para fungoes simples. Sejam s uma func¢do simples sem sinal e t € [0,00). Provaremos
que o conjunto {s >t} é mensuravel.

Escrevemos s = Zle ¢ilg,, onde os conjuntos E; sao mensuraveis e disjuntos, enquanto os
coeficientes ¢; > 0 podem ser considerados distintos (agrupando termos com coeficientes iguais).

Sem perda de generalidade, supomos que

cop:=0<ci <ca<...c, <00.
Entéao, existe um indice i, com 0 < i < k, tal que t € [¢;, ¢;11), e dai,
{z:s(x) > A} ={x: s(x) >} ={z: s(x) € {ciy1,...,x}} = Fi1U...UEy,

que é um conjunto mensuravel, assim finalizando a prova dessa implicacao.

(8) = (3)|Seja f: R? — [0, 00] e suponha que {f € I} seja mensurdvel para todo intervalo

I C [0,00). Vamos construir uma sequéncia nao decrescente de fungoes simples sem sinais
{Sn}n>1 tal que s, — f em todo ponto, e cada s, é limitada e possui suporte limitado.

Giria: Dizemos que uma fungio f: R? — [—00,00] “mora numa caixa’se for limitada e
possuir suporte limitado, ou seja, se existirem A, B < oo tais que |f(z)| < A para todo
|| < Be f(zr) =0 para todo |z| > B.

Fixe n > 1 e considere a caixa B, = [-n,n]? x [0,n] C R? x [0,00]. Para “localizar” f
dentro da caixa B,,, fazemos um truncamento vertical e um truncamento horizontal de f. Mais
precisamente, definimos s, (z) como 0 se |z| > n e como n se f(x) > n. Resta definir s,(z)
para pontos x com f(z) < n.

A ideia nova e profunda para construir uma fungao simples s, aproximando f razoavelmente
é considerar uma parti¢ao do contradominio [0, 00| da funcao f E]

Entao, particionamos o intervalo [0,7) (o resto do contradominio ja foi abordado) em inter-
valos diadicos de comprimento 2% e definimos s, (z) como o ponto extremo menor de cada tal
intervalo, quando f(z) pertence a esse intervalo. Mais formalmente, seja

0 se || >n
sp(T) =< n se f(z) >n
23—; sef(:v)e[%,%),jz@,...,n?—l.

n2™"—1

J
j=1

Como, por hipdtese, {f € I} é mensurdavel para todo intervalo I C [0,00), a fungao s,
definida acima é simples. Evidentemente, por construcao, 0 < s, < f e s, mora na caixa
B,,. Usando a propriedade de encaixamento dos intervalos diadicos, nao é dificil verificar que
Sn < Spa1 em todo ponto, e para todo n.

Resta provar que s,(z) — f(x) para todo z € RY. Fixe tal ponto z.

Se f(z) = oo, entdo, para todo n > 1, s,(z) =n — oo = f(x).

2A0 contrério da integral de Darboux, onde consideramos particoes do dominio da funcgao e, em seguida, as
fungdes escada correspondentes.
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Se f(z) < oo, existe N € N tal que f(z) < N e |z| < N. Entdo, para todo n > N, temos
que s,(z) = & e f(z) € [&, ]Zinl), para algum j € {0,...,n2" — 1}. Portanto,
j+1 g 1
n\T) — < — =5, 0,
sule) ~ f@ < I -2 L
mostrando que s, (z) — f(z). O

Em seguida, mostramos que o conjunto de fungées mensuraveis a Lebesgue (sem sinais) é
fechado sob varias operagoes.

Proposicao 1. Seja {f,}n>1 uma sequéncia de fungoes mensurdveis a Lebesgue. Entdo,
inf,>1 f, e sup,,>; fn sdo mensurdveis.
Ademasis, se f, — [ em quase todo ponto, entdo f € mensurdvel também.

Demonstracao. Seja A > 0. Como, para todo n > 1, f,, é mensurdvel, pelo teorema anterior,
os conjuntos {f, > A} e {f, < A} s@o mensuraveis. Usando e (2b)), temos que

fnrzab=Nthzn o {swa<ab=Ntha.

n>1 n>1

o que prova a mensurabilidade das funcoes infimo e supremo.
A segunda afirmacao, sobre a mensurabilidade do limite de uma sequéncia de fung¢oes men-
suraveis segue da mesma forma usando (3)):

(me=af =N AU L)

n>1m>1k>n

U

Proposicao 2. Sejam f e g duas fung¢oes mensurdveis sem sinais. Entdo, f+g e f g também
5G40 mensurdveis.

Demonstracao. Como f g sao mensuraveis, por definicao, elas sao limites pontuas de funcgoes
simples {s,},>1 e, respectivamente {0, },>;. Como s, + 0, € s, 0, sdo fungoes simples e

concluimos que f + g e f g sao mensurdveis. O
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