MAT 2621 Medida e integracao 2024.2

AULA 15: FUNCOES ABSOLUTAMENTE INTEGRAVEIS

Definicao 1. Uma funcdo f: R? — R é chamada absolutamente integravel a Lebesgue se f é

mensuravel a Lebesgue e ] f| dm < oco. Neste caso, definimos

Rdfdm— Rdf+dm f dm .

Observagao 1. Como 0 < f*, f~ <|f], pela monotonicidade da integral sem sinal, tem-se

o< [ [ 1< [in<x
logo/f+,/f_€R, entao
fefr-fre

Assim, a integral de Lebesgue de uma funcao absolutamente integravel é bem definida.

Observacgao 2. Suponha que f = f; — f> seja uma representagao de f como uma diferenca de

fungoes mensuraveis sem sinais f; e fo, onde / fi, / fa < oo. Entao, / f= / fi— / fa.
De fato, como f; — fo = f = fT — 7, temos

L+ ="+ ]

onde f1, [, [T, fo sao funcoes mensurdveis sem sinais. Pela aditividade da integral sem sinal,

tem-se /f1+/f—:/f++/f2a
Ja-fr=fr-[r=]r

A maioria das propriedades da integral sem sinal também vale para fungoes absolutamente
integraveis.

logo,

Teorema 1. Sejam f,g: R? — R funcoes absolutamente integrdveis e c € R

(1) (linearidade) f + g e cf sdo absolutamente integrdveis e / f+9) /f + /g,

[er=c] 1

(2) (monotonicidade) Se f < g em q.t.p, entdo /f < /g.

/f‘ﬁ/\ﬂ-

(3) (a desigualdade triangular)
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(4) (divisibilidade) Se E € um conjunto mensurdvel, entio f-1g e f-1,¢ sao absolutamente

mtegrcivez'se/f:/f-lE—l—/f-lEc.

Demonstragao do Teorema [1.
(1) Por um teorema anterior, f+g e cf sdo mensuraveis. Além disso, como |f + g| < |f|+]g| e
|f +gl, |f], |g| sdo fungdes mensurdveis sem sinal, pela monotonicidade e linearidade da integral

sem sinal temos
[1s+a< [ani+1o)

= [171+ [1al <

mostrando a integrabilidade absoluta de f + g.
Como f=ft—f"eg=g"— g, temos que

fHro=0UT+9)—-(f+9), (fT+9)e (fT+9)

sao funcoes mensuraveis sem sinais e, pela observacao anterior,

[t+a=[ur+a- [ +a)
= ( / T+ / g+) — ( / f~+ / g—> (pela linearidade da integral sem sinal)
(o fr) (o [)
- / f+ / g.

A prova da identidade / cf = ¢ / f & exercicio.

(2) f < gem q.t.p implica g — f > 0 q.t.p. Portanto, /(g —f)>0.Masg=f+(g—f) e,

pela aditividade da integral,
[o=[r+[e-n=[r.

(3) Temos que f < |f| e —f < |f|. Pela monotonicidade da integral,

[r<fu e [ens i

[t 545
—max{ [ [-n}< [111-

(4) Como 1g e 1 ¢ sdo fungoes simples, logo mensurdveis, pelo Teorema 7?7, f-1pe f-1 ¢

Portanto,

sao mensuraveis. Além disso, |f - 1g| < |f| entdo /|f~1E| < /]f\ < 00, mostrando que

f - 1g é absolutamente integravel. O mesmo vale para f - 1,c. Claramente,

f=fdptfolg
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e usando a linearidade da integral, segue que
/f:/f‘1E+/f'1Ec.

Observacgao 3. Dados uma funcao absolutamente integravel f: R? — R e um conjunto men-

suravel E, denotamos por
/fdm::/f-lEdm.
E

A propriedade da divisibilidade se torna

Jut = Jp7+

Ademais, uma funcdo f: £ — R é dita mensurdvel (respetivamente absolutamente in-
tegrével) se a extensao dela por 0, f: R — R,

O

~ flx se rek
)= 17
0 se v¢FE.
for mensuravel (respetivamente absolutamente integravel). Neste caso, / fdm = fdm.
E R

A COMPATIBILIDADE DA INTEGRAL DE LEBESGUE COM
A INTEGRAL DE RIEMANN-DARBOUX

O objetivo da construcao da integral de Lebesgue foi obter um conceito mais geral e mais
flexivel. Provamos que, de fato, a integral de Lebesguq é uma extensao da integral de Riemann-
Darboux.

Exercicio 1. Seja f: RY — R uma funcdo continua em q.t.p.. Entdo f é mensurdvel a
Lebesgue.

Observacgao 4. Seja f: R? — R uma funcao mensuravel localizada em uma caixa. Entao f é
absolutamente integravel.

De fato, se [ K, K] x [-M, M] é a caixa onde f mora, isto é, se

f(x) =0 para todo||z|]| > K e
|f(x)] < M para todo |z|| < K,

entao
’f’ < M]-[fK,K]da
logo

/|f]dm§/Ml[_K7K]ddm§M(2K)d<oo.

Teorema 2. Seja f: [a,b] C R — R uma fun¢do integrdavel a Riemann-Darbouz. Entao f €
absolutamente integravel e

/bf(q:)dx: f dm.
a [a,b]
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Demonstracao. Pelo Teorema de Lebesgue para fungoes integraveis a Riemann, f é continua
em quase todo ponto. Pelo exercicio anterior f é mensuravel.
Além disso, f é limitada, o suporte dela, o intervalo [a, b], é limitado, entdo f mora em uma
caixa. Pela observacao anterior f é absolutamente integravel.
Para provar a igualdade entre as integrais de Riemann-Darboux e a de Lebesgue, considera-
mos no inicio uma funcao escada
N
s = Z Cp ]‘[k'
k=1

Pela definicao da integral de Darboux,

b N
/ s(:p)dx:ch|[k|.
a k=1
Uma funcgao escada também é simples, entao
N N
/ sdm:chm(]k) :ch|]k|.
[a,b} k=1 k=1

Vamos considerar o caso geral de uma funcao integravel a Riemann-Darboux qualquer.
Dado € > 0, como f ¢ Darboux integravel, existem duas fungoes escada s < f < o tais que

b b
/0—/s§6.
a a

Pela definicao da integral de Darboux,

[l r=]e

Por outro lado, toda funcao escada também ¢é simples, e pela monotonicidade da integral de

Lebesgue,
i
[a,b] [a,b] [a,0]

Como os conceitos de integrabilidade j& coincidem para fungoes escada, concluimos que

b b b
[esfref-
ab a ab
[s=| t<]@
a [a,b] a

[r=fls o[

Como € foi arbitrario, segue que
b
[i=] &
a [a,b]

Exercicio 2. Se a integral impropria f em um intervalo I C R é convergente, entao f é
absolutamente integravel e sua integral de Lebesgue coincide com sua integral de Riemann
imprépria.

Portanto,

O

Essa formulagao é um pouco vaga, parte do exercicio é esclarecé-la.
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O EsPAgo L'(R%)

Seja L1(R?) o conjunto de todas as funcoes absolutamente integraveis a Lebesgue. Entao
L1(R?) é um espago vetorial e a integral de Lebesgue é uma transformacao linear neste espaco.
O objetivo é definir uma norma em £*(R?).

Note que, dada f em L£'(R?), se [|f] dm = 0, entdo |f| = 0 em q.t.p.,logo f =0em q.t.p.
(mas nao necessariamente em todo ponto). Entao, [ |f] dm = 0 ndo implica f = 0.

A relagao
f~g se f=g em q.t.p.

é uma equivaléncia em L£!'(R?).

Seja

L'(RY) := LY (RY)/ ~

0 espago quociente correspondente.

Sempre identificamos uma classe de equivaléncia, ou seja, um elemento do espaco L!'(RY)
com qualquer representante dela. Portanto, dizemos “Seja f € L'(R?) uma funcao” em vez de
“Seja [f] € L'(R?), onde f é um representante desta classe de equivaléncia”.

Isso é consistente com a filosofia de Lebesgue que afirma que conjuntos de medida zero nao
importam nesta teoria.

Dada f € L'(R?) definimos

Wl = 17 = / \fl dm.

A fungdo |||, : L'(R?) — R é uma norma.
o Ifll, = [Ifl >0ese [|f] =0, entdo f = 0 em q.t.p., ou seja f ~ 0 (a fungao

constante 0).
lefl, = / o] = / |11 = / = el 151

e se ¢ € R entao
ese f,g € L'(R?) entdao f e g sdo absolutamente integrdveis, logo f + g também é
absolutamente integravel e

|+ gl < [fl+1g]

em todo ponto.
Pela monotonicidade da integral,

549l = [1£+01< [Qf1+1aD) = [171+ [1ol =171+ Dol

mostrando a desigualdade triangular.

Concluimos que L'(R?) munido com |-||,, chamada “a norma um”, é um espago normado.
Provaremos mais tarde que é, na verdade um espaco de Banach.

A seguir re-enunciaremos a desigualdade de Markov no contexto de fungdes absolutamente
integraveis.

Teorema 3 (a desigualdade de Chebyshev). Se f € LY(R?) entdao para todo X > 0 temos

wf]f] > ) < M
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Demonstragao. A fungao |f| é mensuravel e sem sinal, logo, pela desigualdade de Markov,

J1fldm _ |£1l,
| |

m{|f| > A} < 3

O

Para finalizar, vamos provar a invariancia por translacoes da integral de Lebesgue. A prova
usa um argumento muito comum na teoria da medida, que chamamos do “mecanismo padrao”.

Teorema 4 (invariancia por translacoes). Seja f € LY(R?). Dado um ponto a € R?, seja
fa: RT = R,
fa(@) = f(z + a)

a translacao de f por a. Entao f, é absolutamente integrdvel e

/f(x—l—a)dm:/f(x)dm

Demonstracao. A prova do teorema consiste em alguns passos.
Passo 1: A funcao f é a funcao indicadora de um conjunto mensuravel:

f=1g.
Entao,
ful@) = fa+a) = 1o(z +a) = 15_a(a).
Pela invariancia por translacao da medida de Lebesgue, o conjunto E — a é mensuravel e

m(E —a) = m(A),

provando a mensurabilidade de f, e também que

/ Fadm = / 1p_odm = m(E — a) = m(E) = / 1pdm = / fdm.

Passo 2: A funcao f é uma funcao simples, ou seja,

k
f - Z CilEU
=1

onde E; sao conjuntos mensuraveis.
Pelo passo anterior e a linearidade da integral, neste caso

k
= E CilE’ifa
i=1

[ o= [ g

Passo 3: Suponha que f: R? — [a,b] seja uma fungdo mensuravel sem sinal. Entdo existe
uma sequéncia nao decrescente {Sn}nZI de funcoes simples sem sinais tal que para todo z € RY,

também é simples e

$p — f(x) quando n — oo.
Entao,
Sp(x +a) = f(zr + a) quando n — oo.
Portanto, f, ¢ mensuravel e, pelo teorema da convergéncia monotona,

/f(x +a)dm = nll_{go/sn(w +a)dm = lim [ s,(x)dm = /f(x)dm

n—oo
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Passo 4: Finalmente, dada uma funcao absolutamente integravel f: R¢ — R, considerando
a sua representacao
f=f"—=f", onde f*, f~ >0,

pelo passo anterior segue que f7, f.~ sdo mensuraveis, logo f, é mensuravel e
[h=[t=[r=[r=[r=]r

O mecanismo padrao pode ser usado para provar afirmacoes do tipo
“para toda funcao mensuravel, vale uma certa propriedade”.

O argumento consiste em estabelecer essa propriedade passo a passo, para:

(1) Fungoes indicadoras de conjuntos mensuraveis. Neste caso, a propriedade se torna uma
afirmacao sobre conjuntos mensuraveis.

(2) Fungoes simples. Neste caso, usamos a possivel linearidade da propriedade a ser esta-
belecida.

(3) Fungoes simples sem sinais. Neste caso, usamos a aproximagao de fungbes mensuraveis
por fungoes simples e, possivelmente, alguns teoremas de limite para a integral de Le-
besgue.

(4) Fungoes absolutamente integréveis. Usamos a representagao f = f* — f~ de tal fungao
e a linearidade da propriedade dada.
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