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AULA 16: OS TRES PRINCIPIOS DE LITTLEWOOD

Os principios de Littlewood transmitem a intuicao basica da teoria da medida de Lebesgue.

O primeiro: Todo conjunto mensuravel é “quase”aberto.
Além disso, todo conjunto mensuravel com medida finita esta perto de um conjunto elementar
(isto é, de uma unido finita de caixas).

O segundo: Toda fungao absolutamente integravel é “quase” continua.

O terceiro: Toda sequéncia de funcoes mensuraveis, convergente em q.t.p. é “quase” uniformemente
convergente.

Em outras palavras, o conceito tangivel, real (a mensurabilidade de um conjunto, de uma
fungao, ou de convergéncia pontual de uma sequéncia de fungdes mensuraveis) pode ser visto
como “quase” o conceito ideal correspondente (de conjunto aberto ou elementar, de funcao
continua, de convergéncia uniforme).

Porém, o diabo esta nos detalhes.

O PRIMEIRO PRINCIPIO DE LITTLEWOOD

Um conjunto £ C R? é mensuravel & Lebesgue se para todo € > 0 existe um conjunto aberto

U tal que
UDE e m"(U\E)<e.

Esta afirmacao foi escolhida como nossa definicao do conceito de conjunto mensurdavel. Como
ja vimos, ela é equivalente a outras definigdes, por exemplo a de Carathéodory (que serd usada
em contextos mais abstratos).

Além disso, provamos que se £ C R for mensurdvel e m(E) < oo, entdo para todo € > 0
existe um conjunto elementar B = By U... U By tal que m*(E A B) <.

As caixas By, ..., By podem ser escolhidas como caixas diadicas (da mesma geragao).

O SEGUNDO PRINCIPIO DE LITTLEWOOD

Teorema 1. (de Lusin) Seja f: R? — R uma funcdo absolutamente integrdvel. Entdo, para
todo € > 0 existe E C R? mensurdvel tal que

m(EY) <e e f|, € continua.

Observagao 1. A informacao de que f|E é continua nao significa que f é continua em F.
De fato, dado zy € F, f‘E é continua no ponto x significa

I [(x) = f(ro).

zel, x—x

embora f continua no ponto x, significa

lim f(z) = f(zo).

T—rT0
Por exemplo, a funcao 1g: R — R nao é continua em nenhum ponto, mas 1@’ = 0 que é,
Q

evidentemente, continua em todo ponto do seu dominio.

A prova do teorema de Lusin usa um resultado de aproximacgao em L!(R?), 1til em si.
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Definicao 1. Uma funcao s: R — R ¢é chamada de funcio escada se

k
s = g ¢jlp;,
Jj=1

onde ¢; € R e Bj é uma caiza para todo j € [k].
Em particular, toda funcao escada é simples e mora numa caixa.
Teorema 2. (aprozimacdo de uma funcdio absolutamente integrdvel) Sejam f € L*(R?) ee > 0.

(1) Eziste uma funcgao simples s, que mora numa caiza, tal que || f — s||; <€ .
(2) Eziste uma funcao escada o tal que || f —ol|; <€ .
(3) Eziste uma fungao continua g, com suporte compacto tal que || f — g||, <€ .

Observacao 2. Pela Observacao 1 da Aula 18, toda funcao mensuravel que mora numa caixa
é absolutamente integravel, ou seja, pertence ao espaco L'(RY).

Denotamos por C.(R%) o espaco vetorial de funcoes continuas com suportes compactos. Tais
fungoes sao claramente também limitadas (e mensurdveis). Entdo toda funcio f € C.(R?) é
mensuravel e mora numa caixa, logo C.(R?) C L'(R?).

Portanto, o teorema de aproximacao acima pode ser reformulado do seguinte modo: cada
um dos espacos de fungoes

(1) o espago de fungdes simples,
(2) o espago de fungoes escada,
(3) o espago C.(R%) de fungoes continuas com suporte compacto

é denso em L'(R?) com respeito a sua norma ||-||,.

Demonstragao do Teorema[3. (1) Consideramos primeiro o caso f > 0. Como
/fdm = sup { /sdm: 0<s<f, s ésimplese mora numa caixa},

e como [ fdm = ||f]|, < oo, dado € > 0 existe uma fun¢ao simples s que mora numa
caixa tal que

0<s<f e /fdm</sdm+e.

Segue que

Hf_5||1:/|f—5’ dm:/(f—s)dm:/fdm—/sdm<e.

Considerando agora uma funcio f € L*(R?) qualquer, escrevemos f = f+— f~, onde
ff.f~>0e [ fTdm, [ f~dm < co. Pelo caso anterior, existem duas fungdes simples
que moram em caixas, S; € So, tais que

IfF=slly<e e /7 =5, <e
Logo, a fungao s := s; — sy é simples, mora em uma caixa e
If = sl =|(fT =) = (st = sa)||, = [| (/T —s1) = (/7 = s2)||,
<llft = sall + 15 sll, <26

mostrando a densidade em L!'(R?) do espaco de funcoes simples e localizadas em caixas.

(2) Pelo item anterior, baixa provar que toda funcao simples s, que mora em uma caixa,
pode ser aproximada em L!(R?) por fungoes escada. Sejam € > 0 e

k

S = chlEj

j=1
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onde, para todo j € [k], ¢; € R e m(E;) < oo (s tem suporte limitado, entdo de medida
finita). Pelo primeiro principio de Littlewood, para cada j € [k], existe um conjunto
elementar B; tal que

€
EAB) < —
m( J ]) M’
onde M = Z?Zl |cx| < o0.
Como |1Ej — 1Bj‘ = 1g,aB,, temos que
€
HlEj - lBjH1 = / ’1EJ‘ - lle :/1EJABJ =m(E; A Bj) < M

Seja

k
o= E ¢ilp, .
Jj=1

Entao o é uma fungao escada (ja que Bj, j € [k] sdo conjuntos elementares, entao
podem ser representados como unides de caixas).
Além disso,

’CJ" HlE’j - 13;‘”1 <M
1

MZE.

J

k k
|f—oll, = chlEj - ZleBj
j=1 j=1 1
k
- Cj (1Ey‘ - 1Bj)
J=1 1
k
€
< _

(3) Sejam f € LY(RY) e € > 0. Pelo item (2), existe uma funcio escada
k

a::chlBj tal que || f —ol|, <e,
j=1

onde, para todo j € [k], ¢; € R, ¢; # 0 e B; é uma caixa.
Dada uma caixa B C R? e dado € > 0, existe h € C.(R?) tal que

1 = hll; <e.

Isso é facil de ver em dimensao d = 1. De fato, se B = [a,b] C R, h pode ser escolhida
como uma funcao linear por partes, veja abaixo.

/)

a—e a ' ' b b+te

Entao h é continuas, supp(h) C [a — €,b+ €| e

€ €
o= hll = [1a bl =5+ 5 =c.
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Em dimensao maior, se B =1I; X ... x I; C R? ¢ uma caixa, para cada intervalo I,

j € [d], considere uma fungao h; € C.(R) como acima e defina h: R — R,
h(xy, ... xq) == hi(xy) - ... - ha(zq) .
Ja que
].B<I1, Ce ,.Td) = 1[1($1) Lt 1[d(Id),
é facil concluir que
115 — A, < de.
Voltando a funcao escada

k
o= 5 ¢ilp,,
Jj=1

onde Bj, j € [k] s@o caixas, pelo argumento apresentado acima, existem fungoes gy, . . .

C.(R?) tais que
€

15, = g5ll, < 77
. k
para todo j € [k], onde M := 37", [¢;] < oo,
Definindo
k
WZE:Q%v
=1
segue que g € C.(R?) e
K k
lo =gl = [ eite, =D e
j=1 J=1 1
k
<> lellie = gill,
=1
<M L €.

M

Concluimos que

If =gl <Wf =olly +llo = glly <2

o que finaliza a prova do teorema.

Estamos prontos para provar o teorema de Lusin.

7gk€

O

Demonstracdo do Teorema[l. Fixe ¢ > 0. Pelo teorema de aproximacdo em L!'(R?), para todo

n > 1 existe g, € C.(R?) tal que

€
— Yn < -,
17 = gall <

ou seja, em média, g, esta perto de f.

Pela desigualdade de Chebyshev, isto implica a proximidade pontual entre g, e f, exceto
por um conjunto de pontos com media relativamente pequena. De fato, para todo n > 1, o

conjunto

é mensuravel e

1
F, = — Gn| > —
{\f 9 \>2n}
€

If —gnll; €
F) < 9l € gn_ €
mib) < e < wm?
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Seja F:= U, >, Fi-
Entao, F' é mensuravel e

m(F) <) m(F,) =«.

Finalmente, seja F := FC. Entdo E é mensurdvel, m(E%) = m(F) < € e, como veremos, flg
é continua.
Para estabelecer a continuidade de f = basta verificar que

P f P uniformemente ,

j4 que as funcoes g, sdo continuas em R, entdo sdo continuas quando restritas ao conjunto FE.
De fato, se # € E = FC = N1 FE, entdo x ¢ F,, para todo n > 1, logo

(@) = ga(@) < = 0

mostrando a convergéncia uniforme de 9n|, Para f |, € portanto a continuidade de f = 0

O TERCEIRO PRINCIPIO DE LITTLEWOOD

Definigao 2. Sejam £ C RY um conjunto mensuravel e {f,: £ — R}, 5, uma sequéncia de
funcoes. Dizemos que

fn — f localmente uniformemente em F
se para todo ponto x € E existe r > 0 tal que
fn — f uniformemente em E N B(z,7).

Observagao 3. Nao é dificil verificar a equivaléncia das seguintes afirmacoes:

(i) fn — f localmente uniformemente em E;

(ii) f, — f uniformemente em E N K para todo conjunto compacto K C R¢;
(iii) f, — f uniformemente em E N L para todo conjunto limitado L C RY;
(iv) fn — f uniformemente em E N B(0, R) para todo R > 0.

O terceiro principio de Littlewood é formalmente expresso pelo teorema de Egorov.

Teorema 3 (de Egorov). Seja {fn: R? — R}n>1 uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis tal
que a
fn— f pontualmente em q.t.p.

Seja € > 0. Entdo existe um conjunto mensurdvel E C R? tal que m(EC) <ee

fn— f localmente uniformemente em E .

Demonstracao. Para tornar uma afirmacao pontual em uma afirmacao algo uniforme, o proce-
dimento comum é usar um argumento de tempos de parada.
Como f, — f em quase todo ponto, existe um conjunto Z C R% com m(Z) = 0 tal que

fulx) = f(z) paratodo ze€R%\ Z.
Entao, para todo € R?\ Z e para todo m > 1, existe N(z,m) € N tal que

(1) |fu(z) — f(2)] < % para todo n > N(x,m).

Para todo m, N € N definimos o “evento favoravel”

1
Gm,N:={|fn—f|g— VnzN}.
m
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Fixe m > 1. Entao G,, n é mensuravel e, claramente, pela equagao (1)),
Gmn /' RY\ Z quando N — 0.

Definimos o evento complementar (entao nao favorédvel)

Fm’N = GEn,N .

Temos que
Fon\yZ2 quando N 00 e m(Z)=0.

N&o podemos concluir que m(F,, y) — 0 quando N — oo ja que os conjuntos F,, x podem
ter medida infinita. O truque, entao, ¢é localizar F,, y dentro de uma bola determinada, por
exemplo B(0,m).

De fato, F,,1 N B(0,m) tem medida finita pois é um conjunto limitado,

Fo.nNB0,m)\, ZNB(0,m) quando N — oo,

e ZN B(0,m) C Z tem medida zero. Logo, pelo teorema de convergéncia mondtona para
conjuntos, tem-se
m (F,, xn N B(0,m)) -0 quando N — oco.
Segue que para todo m € N existe NV, € N tal que

m (Fyx,, N B(0,m)) < 2im
Seja

F =] (Fny, N BO,m)) .

m>1
Entao F' é mensurdvel e m(F') < e. Seja
E:=F = ( (Fun, N B0,m))"
m>1
= () G, UBO,m).
m>1

Resta provar que f,, — f localmente uniformemente em E. Fixe uma bola B(0, R). Vamos
provar que f, — f uniformemente em E N B(0, R).

Seja m > R. Entao, como B(0,R) C B(0,m), dado z € EN B(0,R) C B(0,m), tem-se
z € Gpn,,. Logo

1
|fulz) = f(2)] < —  para todo n>N,,.

Como a escolha da escala de tempo N,, nao depende do ponto x € E N B(0, R), segue que,
de fato, f, — f uniformemente em E N B(0, R). O
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