MAT 2621 Medida e integracao 2024.2

AULA 17B: FUNCOES MENSURAVEIS

Definigao 1. Seja (X,B) um espago mensurdavel. Uma funcao f: X — [0,00] é dita B-
mensuravel (ou, simplesmente, mensuravel) se para todo conjunto aberto U C [0, 0], temos

{fet}:=f7(U)eB
ou seja, se para todo aberto U, {f € U} é mensuravel.

Similarmente, uma funcdo f: X — R é mensurdvel se { f € U} € B para todo aberto U C R.

Observacgao 1. Um conjunto F € B se e somente se sua fungao indicadora 1z é mensuravel.
De fato, como E = {1 € (0,2)}, se 15 é¢ mensuréavel, segue que F € B.
Por outro lado, supondo que E seja mensuravel e dado U C R aberto, como

X se0eUeleU

0  se0¢Uel¢U

E se0¢UeleU

E' se0eUelgl,

{]_E'EU}:

segue que {1 € U} € B, monstrando a mensurabilidade de 1.

Proposicao 1. Seja f: X — R wma funcao mensurdvel. Entdo para todo conjunto boreliano
E € B(R), tem-se
{f € E}eB.

Demonstracao. Utilizamos o mecanismo padrao para conjuntos. Seja
A:={E CR: {f € E} ¢ mensurével}.

Como a fungao f é mensurdvel, segue que U € A para todo conjunto aberto U C R.
Por outro lado, A é uma o-algebra. De fato,

n{fel}=0€c A
mSe F € Aentao {f € E} € B, e dali,
{feE}={feE}eB,

portanto EC € A.
m Se {E,}n>1 C Aentdo {f € E,} € B para todo n > 1. Como

{fe UEn}:U{feEn}eB,

segue que (J,~, £, € A.
Concluimos que A D B(R), ja que B(R) é a menor o-édlgebra contendo os conjuntos abertos.
U

Observacao 2. Em geral ndo é verdadeiro que dados um espago mensuravel (X, ), uma
fungao mensuravel f: X — R e um conjunto (apenas) Lebesgue mensuravel S C R,

{feS}ekB.

Por exemplo, considere a fungao do Exercicio da aula passada, f: [0,1] — [0,2], f(z) =
x + ¢(x), onde ¢ é a funcao de Cantor.
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Seja g: [0,2] — [0,1] a inversa de f e note que g é mensuravel pois é continua. Considere,
como no mesmo Exercicio da aula passada, um conjunto ndo mensuravel N' C f(C) e seja

E:=gWN)=f1N)cCcC.
Entao E é Lebesgue mensuravel, enquanto N' = ¢~!(E) nao é Lebesgue mensuravel.

Definigao 2. Dados dois espagos mensuraveis (X, By) e (Y, By), uma funcao f: X — Y é
chamada de mensurdvel se f~!(F) € Bx para todo E € By.

Observacao 3. Dado um espago mensuravel (X, B) e uma func¢ao f: X — R, o contradominio
R é a priori munido com a o-algebra de Borel (em vez da Lebesgue). Desta forma, a nogao
de mensurabilidade da funcao f: X — R é consistente com o conceito mais geral introduzido
acima.

Definicao 3. Dado um espag¢o mensuravel (X, B), uma func¢ao s: X — [0, 00] é chamada de
funcao simples sem sinal se

k
5= E ¢ilg,
=1

para alguns nimeros ¢; € [0,00] e conjuntos E; € B, i € [k].
Similarmente, s: X — R é uma func@o simples (com sinal) se

k
s = g cilg,
i=1

onde ¢; € R, E; € B para todo i € [k].

Observagao 4. Toda func¢ao simples é mensuravel. De fato, se s = Zle ¢ilg,, entao dado
qualquer aberto U (em [0, oo] ou R),

{seU}=|J{E:acUiclk}

entdo {s € U} € B.
Além disso, note que somas e produtos de fungoes simples sao fungoes simples também.

Os seguintes resultados bésicos sobre fungoes mensuraveis f: (X, B) — R sao andlogos aos re-
sultados correspondentes sobre funcoes mensuraveis a Lebesgue f: R? — R. As demonstracoes
deles também sao idénticas as demonstragoes no contexto euclidiano; por isso, omitiremos os
detalhes técnicos das provas.

Teorema 1. Seja (X, B) um espago mensurdvel.

(1) Uma funcdo f: X — R (ou [0,00]) € mensurdvel se e somente se para todo X € R, o
conunto {f > A} € B. Isto também é equivalente a {f > A} € B (ou {f < A} € B, ou
{f < A} € B) para todo ) € R.
(2) Uma fungao f: X — R € mensurdvel se e somente se f* e f~ sao mensurdveis, onde
[ X —0,00),
fH(x) == max{f(z),0} e
f(2) = max{—f(z),0}.
(3) Se {fn}tn>1 € uma sequéncia de funcoes mensurdveis e f, — f em todo ponto, entdo o

limite f € mensurdvel.
(4) Se f: X — R é mensurdvel e ¢: R — R € continua, entdo ¢ o f é mensurdvel.
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Demonstragdo. (1) O conjunto {f > A} = f71(\,00) e (A, 00) é aberto, portanto a implicagao
indireta segue.

Para justificar a implicacao direta, note que todo aberto U C R pode ser escrito como uma
unido enumerdvel de intervalos abertos: U = |, +,(@n, b,). Como

{felU}= U{f € (an, bn)},

basta provar que {f € (a,b)} € B para todo intervalo (a,b). Mas
{felab)}={f>a}n{f <0b}.

Além disso,
C
U=zt ={N{r>o- 1}

que pertence a B. Logo, {f € (a,b)} € B.

(2) A equivaléncia é uma consequéncia das seguintes identidades: para todo A > 0,

5> =1{f > A},
{f7>A={-r> A ={f <A}
{f=0t={f"=0tn{f =0}
(3) Nao é dificil verificar que
f(x) :JLr&fn(z) >\ sse dIm>13IN>1Vn> N f,.(x) > )\+%.
Portanto,

r>x=U U ﬂ{fn>)\+%}63.

m>1 N>1n>N
(4) Se U C R é aberto, como ¢ é continua, {¢ € U} = ¢~1(U) é aberto. Portanto,
{pofeUt=(¢o /)7'(U)=f(s7(V))

é mensuravel. O

Teorema 2. Seja (X, B) um espago mensurdvel.

(1) Uma fungio f: X — [0,00] € mensurdvel se e somente se existe uma sequéncia nao
decrescente {sp}n>1 de funcgoes simples sem sinal e finitas tal que s, — f em todo
ponto.

(2) Uma fungao f: X — R é mensurdvel se e somente se existe uma sequéncia {s,}n>1 de
fungoes simples (com sinal) e finitas tal que s, — f em todo ponto.

Demonstracao. As implicagoes indiretas sao consequéncias do Teorema (3) e da Observagao
(que toda fungao simples é mensuravel).

A construcao de uma sequéncia mondtona de funcoes simples que convergem para f é idéntica
a do caso da integral de Lebesgue no espago euclidiano. De fato, dada f: X — [0, c0] men-
suravel, para todo n > 1 seja

n2"—1

J
n «— 1 n on 1 y .
Sn =Nl + JZO on ~{re[s5)}

Nao é dificil verificar que s, < s, para todo n > 1.
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Além disso, se f(x) = oo, entdo para todo n > 1, s(z) = n — oo = f(z), enquanto se
f(z) < oo, para todo n > f(x) tem-se
J+1 g 1
NI 15 [ A R SN}
sule) — f) < TEL T o

logo s, (z) = f(x).

Finalmente, dada uma funcao mensuravel com sinal f: X — R, como fT, f~ sdo funcoes
mensuraveis sem sinal, pelo argumento acima, existem sequéncias de fungoes simples {s,},>1
e {on}n>1 tal que s, — fT e o, — f~ em todo ponto. Portanto, para todo n > 1, a funcao
Sp, — 0p € simples e

Sp—0p — fr—f".
O

Teorema 3. Sejam (X,B) um espago mensurdvel, f: X — R e g: X — R duas fungoes
mensuraveis. Entao f+ g e f-g sao mensurdveis também.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, existem duas sequéncias de fungoes simples {s,},>1 €
{on}n>1 tais que s, — f e 0, — g em todo ponto.
Entao para todo n > 1, as fungoes s, + 0, e s, - 0, sao simples e evidentemente,

Snton—f4+9, Sp-0,—fqg,

mostrando, via Teorema [2] que f + g e f - ¢g sdo mensurdveis. U
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