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O objetivo principal deste texto é o estudo da medida de Lebesgue e da integral de Lebesgue.

J& estamos familiarizados com um outro tipo de integral, a integral de Riemann. No entanto,
a integral de Riemann é insuficiente na analise matematica.

A integracao de Lebesgue é um refinamento da teoria da integracao de Riemann, proporcio-
nando uma ferramenta mais fina para matematica avancada.

Exemplo 1. Considere a funcao f: [0,1] — R dada por
1 sexe@Q
flz) =
0 sexé¢Q.

Esta fungao nao é integravel a Riemann. De fato, dada qualquer partigao

P=0=z<2<..<z=1)

de [0, 1], como cada subintervalo I; := [z;_1, ;] contém pontos racionais e irracionais, as somas
de Darboux superior e inferior correspondentes sao
R(f,P)=> sup f(z)- || => || =1,
=1 z€l; =1
R(f,P) =D inf f(x)-|L]
7j=1
Além disso, considere uma enumeracao Q = {q1, ¢, - -, @n, ¢ut1, - - .t de Q e define, para todo

n>1,

0 caso contrario.

falz) = {1 sex € {q1,q2,- - qn}

A sequéncia de funcoes { f, },~, satisfaz as seguintes propriedades:
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fle?S--'fnan-&-lS“-

fn(z) = f(x) quando n — oo para todo z € [0, 1]

fn(z) é integravel a Riemann para todo n > 1 (j& que f, possui um ndimero finito de
pontos de descontinuidade),

/Olfn(m)da;:/oloczx:o.

Contudo, a funcao f, que é o limite (pontual, mondtono) da sequéncia de fungoes integraveis
a Riemann {f,}, -, ndo é integravel a Riemann.

Portanto, precisamos de um conceito de integracao mais flexivel, que é fechado com respeito
a tais limites.

1. O PROBLEMA DE MENSURABILIDADE

O espaco de referéncia ¢ R? (d = 1,2,3,...). O objetivo é definir um conceito de medida
“fisica” aplicavel a uma ampla coleciio de conjuntos £ C R? a serem chamados de conjuntos
mensurdveis.

Os conjuntos do espaco euclidiano mais faceis de medir sao caizas retangulares, para quais
o volume (respectivamente, o comprimento em dimensao um ou drea em dimensao dois) repre-
senta uma medida fisica natural.

Mais geralmente,

(i) O que significa para um conjunto £ C R¢ ser mensuravel?
(ii) Se E é mensurdvel, qual ¢ a sua medida?

(iii) Que propriedades bésicas (ou axiomas) devem ser satisfeitas por uma medida? Por
exemplo, se E' é a reuniao disjunta de dois conjuntos mensuraveis F; e Fy, qual deveria
ser a relacao entre suas medidas?

Comecamos com a medida de Jordan, relacionada a integral de Riemann; depois disso apre-
sentaremos um conceito de medida mais refinado, a medida de Lebesgue, que nos permitira
definir a integral de Lebesgue.

2. A MEDIDA ELEMENTAR

Seja I C R um intervalo limitado, i.e. um intervalo do tipo [a, ], (a,b), [a,b) ou (a,b). Define
o seu comprimento por |I| :=b— a.
Uma caiza em R? é um produto cartesiano

B=Lx1Iyx...x1,
de intervalos limitados. Define seu volume por |B| := |I1] - |lo] - ... - |14].
Definicao 1. Um conjunto elementar E C RY é qualquer uniao finita de caixas
E=BU...UB,.

Exercicio 1. Se £, F' C R? sdo conjuntos elementares, entao EUF, ENF, E\ F, EA F sao
conjuntos elementares também.
Além disso, qualquer translacao

E+4+a:={x+a:x€FE},
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onde a € R? ¢ E é um conjunto elementar, também é um conjunto elementar.

Lema 1. Seja E C R? um conjunto elementar qualquer.
(i) E pode ser escrito como uma unido disjunta de caizas.
(ii)) Se E =By U...UB, e E=B{U...UB! sdo duas representa¢ées de E como unides
disjuntas de cairas, entao

|Bi|+ ...+ |Bn| = |By|+...+|B,,|.

Demonstracao. Vamos fazer a prova em dimensao d = 1. O argumento em dimensao maior é
similar (exercicio).
(i) Seja £ C R um conjunto elementar, isto é, uma uniao finita de intervalos limitados
I,...,I,. Entao
E=LULUI3U...UI,
=LU(DL\LH)ULB\(LUub)U...Uu,\(LU...UL_)).

Entao basta provar a seguinte afirmagao: dados quaisquer intervalos limitados I, Iy, ..., I,
o conjunto
I\ (LU...UI)

pode ser descrito como uma uniao finita de intervalos disjuntos.

Observe que a interse¢ao entre um intervalo limitado e um intervalo qualquer é sempre um
intervalo limitado. Além disso, o complemento de um intervalo limitado é uma uniao de dois
intervalos disjuntos (nao limitados).

Entao, como

INL=INT
temos que I \ I; é uma uniao de dois (entao finita) intervalos disjuntos e limitados.
Além disso,

IN(LUL) =IN(LULt=InInIs= (mlf>m1§

que, pelo argumento anterior, serd uma uniao finita (de no maximo quatro) intervalos limitados
disjuntos.

Por indugao, concluimos que o conjunto I\ (/; U...U I}) pode ser descrito como uma uniao
finita de intervalos limitados disjuntos.

(ii) Vamos usar um argumento de discretizacao: dado qualquer intervalo limitado I C R,

1
(1) 1= i 2052

1 k
—Z =< —:kcZs.
N {N < }

De fato, se I = (a,b), para todo N > 1 sejam ky, [y € Z tais que

)

onde

kn ky +1 Iy Iy +1
— < — < .
N_a< N e N<b_ N
k !
Note que % — a e & — b quando N — oo.
Segue que
1 kn +1 In
by N =7 = e, —
(a’) N { N Y 7N}’
entao

#((a,b)ﬂ%Z) :lN—]{?N.
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Entao . .
#(INx2) _ #((a.b) N 3Z)
N N
CIn—ky I ky B
mostrando (1)).
Seja K =1, U...UI,. Como os intervalos Iy, ..., I, sao disjuntos, dado qualquer N > 1,

temos que

1 1
1 1
:#(hmﬁz»+“+#<hmﬁéy

Dividindo os dois lados acima por N, passando ao limite quando N — oo e usando ,
concluimos que

ENxZ
E&ﬁijle:mwau+my
A expressao
im #EN 52
N—oo N
nao depende da representacao £ = I ... [, de F como uma uniao disjunta de intervalos
limitados, provando assim o nosso lema. [l

O lema anterior nos permite definir a medida de um conjunto elementar.

Definicao 2. Seja £ C RY um conjunto elementar, e seja £ = B; L. ..U B, uma representacio
qualquer como uniao disjunta de caixas. Definimos a medida de E por

m(E) = |Bi| +...+|Bal .

Lembramos que um conjunto £ C R? é dito elementar se pode ser escrito como unido finita
de caixas ' = By U...UB,. Além disso, sempre é possivel tomar caixas de forma que esta
unido seja disjunta. Considere o conjunto &(R?) := {E C R%: E elementar } e vamos definir a
medida elementar como sendo a funcao m: E(RY) — R, m(E) := |By| + -+ + | By|.

Teorema 1. (Propriedades bdsicas da medida elementar) Sejam E,F € &€ (]Rd) e m a medida
elementar definida acima. Sao vdlidas:

(1) (positividade) m(E) > 0, para todo E e m(()) = 0.

(2) (aditividade finita) Se ENF =0 entao m(E U F) = m(E) + m(F).

Por indugdo, m(Ey U ... U Ey) =m(Ey) + ... +m(Ey).

(3) Se E é uma caiza entdo m(E) = |E)|.

(4) Se EC F entio m(F \ ) =m(F) —m(E).

(5) (monotonicidade) Se E C F entdo m(E) < m(F).

(6) (subaditividade finita) m(E U F) < m(FE) + m(F).

(7) (invaridncia a translagio) m(E + a) = m(E) para todo a € R%.

), (6)

Demonstragao. (1),(2),(3),(7) sdo evidentes e (5), (6) estdo na Lista 1.

Vamos provar (4): Como E C F entao F'= EU(F \ E), em que E e '\ E sado conjuntos
elementares. Assim, segue por (2) que

m(F) =m(E) +m(F\ E)
Portanto, m(F \ E) = m(F) —m(E) O
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Teorema 2. (Unicidade da medida elementar) Suponha que A: & (Rd) — R seja uma fungao
que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) X(E) > 0 para todo E € & (R?);

(2) NEUF)=\E)+ \F), para todo E, F € € (R?);

(8) \ME —l— a) = )\(E), para todo a € R? e E € € (RY);
(1o,

(4) A([0.1)") =

Entao, A = m.

Demonstracao. (em dimensao 1)

E facil verificar que a aditividade e a positividade da funcao A implicam sua monotonicidade.
De fato, se E C F entdo podemos escrever F' = E LI (F'\ E). Assim, pela aditividade de A
segue que A(F) = A(E) + A (F\ E) e como A (F\ E) > 0 concluimos que A\(E) < A(F).

Passo 1. Provaremos que A([0, z]) = x paratodo x € R, z > 0. Temos que [%, 1) = [O, %)+%,
logo A [%, ) =A [ ) Como [0,1) = [0 l) L [l 1) segue que

D) 92

1

1= A[0,1) = A[0, )+)‘[ ):2>‘[07§)-

Portanto A [O, %) = %

Mais geralmente, para todo n > 1 e para todo 0 < k < n, [%, %) = [O, %) + %, entao
AL 57 = A[0.7)-

n’ n

n—1
E k+1
Note que [0,1) = U [—, + ) Logo
n n
k=0

:;A[k: k+1> M[O’%),

o

mostrando que )\[0, %) = 5. Além disso,

A[O,S) :A[O,l)+A[1,z>+...+A[l€_1,E> =

n n n n n

Seja x > 0 e note que para todo n > 1 existe k, € N tal que 7"

em particular, ’j;‘ — x quando n — oo. Logo, temos que [O, kn) C [0,z)

monotonicidade da funcao A,

o) < <30 2 2Y),

ou seja,

1
Bz <y L
n n n

Como %2 — 2 quando n — oo, concluimos que A [0, z) = z.

Passo 2. Seja [a,b) C R com a < b. Como [a,b) = [0,b—a) + a,
Aa,b) =X[0,b—a) =b—a.

Observe que para todo n > 1 temos {0} C [O, %) e pela monotonicidade de A segue que

1 1
0§A{O}§A[O,—> =— =0 quando n — oc.
n n

Logo, AM{0} = 0 e como {x} = {0} 4+ 2 segue que \M{z} = 0 para todo x € R. Desta forma,
concluimos que para todo intervalo limitado 1, A (1) = |1|.
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Passo 3. Seja E € £(R), E=1L U...UI,. Como A ¢ aditiva concluimos que
AME)=AX1)+ ...+ X)) =L +...+ L] =m(E).

3. A MEDIDA DE JORDAN

Os conjuntos abaixo e o conjunto de Cantor (em R) nao sao elementares.

Estederemos o conceito de medida a uma familia maior de conjuntos, que contém esses
exemplos.

Definicao 3. Seja £ C R? um conjunto limitado. Definimos a
» medida interior de Jordan de E por

m, ; (E) =sup{m(A): A C E, A elementar} ;
n medida exterior de Jordan de E por
m*/ (F) = inf {m(B): E C B, B elementar} .
Observe que 0 < m, ; (F) < m*’/ (F) < oo, para qualquer £ C R? limitado.

Definigao 4. Se m, ; (E) = m*/ (F) = m(E), entdo dizemos que E é um conjunto Jordan
mensurdvel. Neste caso, m(E) é a medida de Jordan de E.

Observagao 1. Seja £ C R? um conjunto limitado.

(1) Se E é um conjunto elementar, entdao E é Jordan mensuravel.
(2) Se m*’ (E) = 0 entao E é Jordan mensuravel e m(E) = 0.

Teorema 3. Seja E C R? limitado. As sequintes afirmagdes sao equivalentes:

(i) E é Jordan mensurdvel;
(ii) Para todo € > 0, existem conjuntos elementares A e B tais que

ACECBem(B\A)<e;
(iii) Para todo € > 0, existe A conjunto elementar tal que m*’(AAE) < e.

Demonstracao. A equivaléncia (ii) < (ii) estd na Lista 1.
Vamos mostrar (i) < (i7). Suponha que E seja Jordan mensuravel, entdo tem-se m, ; (E) =
m*’ (E) = m(E). Fixe ¢ > 0. Como
m(E) = m*’ (E) = inf{m(B): B D E elementar},
existe B D E conjunto elementar tal que
€
(2) m(B) < m(E) + 7

Além disso,
m(E) =m, s (F) =sup{m(A): A C E elementar}.
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Portanto existe A C E conjunto elementar tal que
(3) mm>m@pé.

Desta forma, temos que A C E C B em que A e B sao conjuntos elementares e por e
segue que
m(B\A) =m(B) —m(A)

§m(E)+§—m(E)+§:€.

Por outro lado, fixe € > 0 e suponha que existam A e B conjuntos elementares de modo que
ACFECBem(B)—m(A) =m(B\ A) < e. Entao, pelas defini¢oes das medidas exterior e
interior de Jordan,

0<m* (E)—m,;(E) <m(B)—m(A) <e
Como isso vale para todo € > 0, concluimos que m*”’ (E) — m, ; (E) = 0, ou seja, E é Jordan
mensuravel. 0

Um truque comum em analise.

= Para provar que a = 0 (onde a > 0) é suficiente mostrar que
a<e, Ve>0.
= Para provar que x = y é suficiente mostrar que |y — x| = 0, ou seja,
ly—z| <e Ve>D0.

» Alternativamente, para provar que x = y € suficiente mostrar que z < y e y < x, ou
seja, que
r<y+e Ve>0 e y<z+e Ve>D0.

Exercicio 2. Prove que a regiao delimitada por um triangulo é Jordan mensurédvel e também
prove a férmula da area (ou seja, a medida de Jordan) de um triangulo.

Teorema 4. (Propriedades bdsicas da medida de Jordan)

(1) Se E e F sao Jordan mensurdveis entio EUF, ENF, F\E, E\F e EAF sdo Jordan
mensurdvess.

(2) (positividade) m(E) > 0.

(3) (aditividade) Se ENF =0 entao m(E U F) =m(F) + m(F).

(4) (invariancia a transla¢io) m(E + a) = m(FE), para todo a € R,

(5) (monotonicidade) Se E C F' entao m(F) < m(F).

(6) (subaditividade) m(E U F) < m(E) + m(F).

Demonstragao. Faremos a prova do item (3), os demais sdo deixados como exercicios.
Inicialmente mostraremos que se E e F sao Jordan mensuraveis entao £ U F também é
Jordan mensuravel. Fixe ¢ > 0 e veja que existem A e B conjuntos elementares tais que

(4) ACEC B, mw\m<§
e também existem C' e D conjuntos elementares tais que
(5) CcFcD, m(D\C)<g.

Deste modo, observe que AUC e BU D sao conjuntos elementares tais que AUC C FUF C
B U D. Como evidentemente

(BUD)\ (AUC) C(B\A)\(D\C)
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usando e temos que
m ((BUD)\ (AUC)) (B\A)U(D\C))
( \ )+ m(D\ C)

V/ANY/ANW/AN
NI E E

l\')lm
m

Portanto, £ U F' é Jordan mensuravel.
Sejam E e F' dois conjuntos Jordan mensuraveis disjuntos. Queremos mostrar que

m(EUF)=m(E)+m(F).
Fixe € > 0 arbitrario. Temos que
m(E) =m, ; (F) =sup{m(A4): A C E, A elementar},
logo existe A C E conjunto elementar de modo que
m(A) > m(F) —e.
Similarmente, existe C' C F' conjunto elementar tal que
m(C) >m(F) —e.

Como ENF = () segue que AN C = . Desta forma, A e C' sao conjuntos elementares
disjuntos, logo

m (AU C) = m(A) + m(C)
m(E) —e+m(F)—«¢

m(E) +m(F) — 2.
Mas AU C é elementar e AUC C EU F, entao m(E U F) > m(AUC) e portanto

m(EUF) > m(E)+m(F) — 2e.

Fazendo € — 0 temos que m(E' U F) > m(E) +m(F).
Por outro lado, sabemos que

m(E) = m*’ (E) = inf {m(B) : B D E, B elementar} ,
entao existe B D F conjunto elementar tal que
m(B) < m(E) +¢.
Similarmente, existe D D F conjunto elementar de modo que

m(D) <m(F) +e.

\/

Portanto, temos que

(6) m(B) + m(D) < m(E) + m(F) + 2.
Como B e D sao elementares
(7) m(B U D) < m(B) +m(D).

Mas BUD D EUF, com BU D conjunto elementar. Entao
(8) m(EUF) <m(BUD,.
Segue de @, e que
m(EUF) < m(E)+m(F)+ 2e.
Fazendo € — 0 temos que m(F U F') < m(E) + m(F). Portanto,
m(EUF) =m(E) +m(F).
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Exemplo 2. O conjunto de Cantor € é Jordan mensuravel e m (C) = 0.

Demonstragdo. De fato, basta mostrarmos que m*”’ (€) = 0.

Observe que o conjunto de Cantor é construido indutivamente da seguinte forma.

No primeiro passo retiramos o intervalo I, = (%, %) de [0, 1], e denotamos por €; o conjunto
de pontos restantes, ou seja, C; = [0,1] \ I;. Observe que €; é um conjunto elementar e

1 2
No segundo passo, vamos repetir esse processo nos dois intervalos de Cp, ou seja, retiramos
os intervalos I3 = (3,2) e I3 = (£, %) de C;. Considere I, = I} U I3 e veja que m(l5) =2+ 3.
Defina Cy :=[0,1] \ ({1 U I3), e note que Gy é um conjunto elementar e

m((fg)zl—(%—l—%).

Analogamente, no n-ésimo passo, retiramos o conjunto I,, de C,_;, em que

1
I)=2""1. —.
m(7,) 3
Definimos €, := [0,1]\ (I, UL U...UL,). E ficil ver que é um conjunto elementar e

1 2)"
3

2
2 3
3

Por defini¢ao o conjunto de Cantor é C := ﬂ C,. Em particular, ¢ C C,, para todon > 1 e
n=>1
todos os conjuntos C,, sao elementares, logo

m* (€) < m (€,) = (g)n ),

Portanto, m*7 (€) = 0, monstrando que € é Jordan mensuravel, com medida zero. O

Exercicio 3. Seja EZ um conjunto limitado em R?. Denote por
s F o fecho de E;
n £O? o interior de F;
» OF a fronteira de E, ou seja, OE = E \ £O?
Prove que
(i) m*/(E) = m*/(E).
(i) m, (E) = m, ,(E).

(iii) E é Jordan mensurdvel se, e somente se, m*”/(9E) = 0.
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Exemplo 3. O conjunto £ = [0,1] N Q néo é Jordan mensurével.
Demonstracdo. De fato, observe que E = [0, 1], logo
m*/(E) = m*/(E) = m*’[0,1] = 1.

Por outro lado temos que E = () entao

[e)

m, j(E) = m, (E) = 0.

Logo m*/(F) # m,_ ;(E), monstrando que F nao é Jordan mensurével. O

4. A INTEGRAL DE RIEMANN-DARBOUX

Existem duas abordagens diferentes para definir o conceito classico de integracgao, a saber, via
somas de Riemann ou via somas de Darboux. Estas duas maneiras sao na verdade equivalentes.
Acontece que a abordagem via somas de Darboux seja mais facilmente generalizavel, levando
eventualmente ao conceito mais fino de integracao Lebesgue.

4.1. A integral de Riemann. Sejam a < b, f: [a,b] — R uma funcdo, P = {1, I5,..., I}
uma parti¢ao de [a,b] e
T = (27,...,x})
uma escolha de pontos de amostragem tais que
x; €1, Vyi=1,...,n
A norma (ou malha) da particao P é dada por
A(P) =max{|;|:j=1,...,n}.

A soma de Riemann correspondente é definida como
R(LPE) =D f(a) L]
j=1

Definicao 5. Uma funcao f é dita Riemann integrdvel se

9) A}%&o R(f,P,T") existe.

Neste caso, o valor do limite, J(f), é chamado de integral de Riemann de f.

Comentério 1. O significado formal do limite em (9) ¢ o seguinte: dado & > 0 existe § > 0
tal que para toda particao P e todos pontos de amostragem T*,

se A(P)<d entao |R(f,P,7T°)—=I(f)] <e.

Lema 2. Se f é Riemann integrdavel entao f € limitada.

Demonstracao. Exercicio. O
Observacao 2. Sejam f > 0, P uma partigao, =5 = (x7,...,2}) pontos de amostragem e

¢; = f(z}).
Entao,

n

R(fayvf*) = ch|jj|'

j=1
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4.2. A integral de Darboux. Apresentamos o conceito de integrabilidade a Darboux de
uma maneira ligeiramente diferente (mas equivalente) em comparagao aquela usada em cursos
bésicos de analise real.

Defini¢ao 6. Uma funcao s: [a,b] — R é uma funcao escada se existem uma particao
la,b] =L U..UI,

e constantes c1, ..., ¢, € R tais que s(z) = ¢; se x € [; para algum 1 < j <n.

Definicao 7. A funcao indicadora de um subconjunto £ C R? é definida por

1 sexekl
1 = ’
5() {O sex ¢ E.

Portanto uma funcao s: [a,b] — R é uma fungao escada se e somente se

n
s = E ¢y,
j=1

onde {Iy,...,I,} é uma particao de [a,b] e ¢1,...,¢, € R.

Lembramos algumas propriedades bésicas da fungao indicadora de um conjunto. Sejam
E,F C R4,

o lpp=1g-1p,
ISGEOF:@thQOlEuF:]_E—f—]_F,
m [/ C F seesomentese lp <1p.

Defini¢ao 8. Seja s: [a,b] — R, s = Zle]j uma funcao escada. A integral de Darboux de
j=1

s é definida por:

/ab s(x)dx = ch\m.

Jj=1
b
Como alternativa, as vezes usaremos a notacao simplificada / s para denotar a integral de
a

Darboux da funcao s.

Observacao 3. Este conceito é bem definido, no sentido que ele nao depende da representacao
n m

de s como combinacao linear de fungoes indicadoras, ou seja: se s = g el = g d;J; entao
k=1 =1

chuk| = Zdﬂj[’ .
k=1 =1

De fato,
(BN g1 <k<n1<j<mhnJ+0}

é uma particao mais fina de [a, b].

Como s = chIk = Zdljl, se x € I;; N J, entao s(x) = ¢, e s(x) = d;, portanto ¢ = d;.
k=1 =1
Os intervalos {.J1, ..., J,,} formam uma parti¢do de [a,b]. Em particular, para todo 1 < k <
n, tem-se
L= || @ndJ).

s [,NJ,£0
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Similarmente, os intervalos {I,..., [, } formam uma parti¢ao de [a, b], e em particular, para
todo 1 < j < m tem-se

Ji= || @&na).
k: IxNJ,#0
Segue-se que para todos os indices k e [ temos

Ll =) Ind] e |Jl =) LN
! k

Logo,
chuklzzckzukm‘]l‘: Z ck|IkﬁJl|,
k k 1 kl: IO 0
e
Sdla =) dd |Lknal= > dll.nJl.
! ! k kel TNJy 0
Lembrando que ¢, = d; sempre que I, N J; # 0, a igualdade ch\fk| = Z d;|J;| é assim
k 1
estabelecida.

Observagao 4. Acontece que sempre podemos escolher a mesma particdo para representar
duas (ou um numero finito) de fungoes escada, o que serd muito 1til em varios argumentos.
De fato, se s,0: [a,b] — R sdo duas fungoes escada, entao podemos representd-las como

NE

cely,
k=1
© n
0 = Z dl]_JZ.
1=1
Considere a parti¢cdo mais fina do intervalo [a, b],
{IkﬁJl: 1§k§n,1§j§m}.
Como
I, =|_|(]kﬂ<]z),
!
segue que
]-Ik = Z ]-IkﬁJl .
1
Similarmente,
o= @),
k
entao

1Jl = Z 1IkﬂJl .
k

s = E ckly, = g celrna,
k k,l

g = E dl]-Jl = E dlllkﬂJl
l k,l

ou seja, s, 0 sao representadas usando a mesma particao.

Concluimos que
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A seguir, apresentamos as propriedades bésicas da integral de Darboux para funcoes escada.

Proposicao 1. Sejam s,0: [a,b] = R duas fungoes escada. Entdo
(1) (linearidade) s + o € uma fungdo escada e

/ab(s+a):/abs+/aba.

Se c € R entao cs € uma fungao escada e

b b
/CS:C/S.
a a
b

(2) (positividade) Se s > 0 entao / s> 0.

Y b
(3) (monotonicidade) Se s < o entdo/ s < / .

(4) Se E é um conjunto elementar, entdo

/ab 1 = m(E).

Demonstragao. (1) Comegamos com a aditividade. Pela observacao anterior, existe uma partigao

{I,...,I,} tal que
s = Zajllj,
j=1

n

g = E bj].[j,
j=1
n

logo s +0 = Z(aj +bj)15;.
j=1
Portanto s + ¢ é uma funcao escada e

n

/ (5+0) =3 (a; + b)) 1]

J=1
n

n b b
:Zaj|]j|+ij|]j|:/ 3+/ 0.
=1 j=1 a a

Vamos deixar as provas das outras afirmagoes como exercicios e mostrar apenas o item (4).

Seja E = I, U...U I, C [a,b] um conjunto elementar, representado como uma unido finita de
intervalos disjuntos. Entao [a,b] \ E também é elementar e seja

[a,b]\ E=J,U...UJy,

sua representacao como uniao finita de intervalos disjuntos.
Dessa forma, {Iy,...,1,, Ji,..., J,} é uma partigao de [a,b] e

1E:1’1I1+“’+1'1In+0'1J1+"'+O‘1Jm-
Entao 1z é uma funcao escada e
b
/ lp=1-|L]+ 41 |L[+0-[/i]+ - +0-[]y]
= L]+ ...+ || =m(E).
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O

Definigao 9. Seja f: [a,b] — R um fungao limitada. Considere todas as fungoes escada s < f
e 0 > f. Definimos

b b
/ f(z)dz := sup {/ s(zx)dx: s < f funcao escada}
a integral de Darboux inferior de f e

b b
/ f(x)dx := inf {/ o(x)dx: o > f funcao escada}

a integral de Darboux superior de f.

Claramente, /bf(:r;)dx < /bf(x)dx.

Definigao 10. Uma fungao limitada f: [a,b] — R é chamada de Darboux integréavel se

£ f(x)ds = ff(x)dx.

b b
Neste caso, o valor comum dais integrais superior e inferior, denotado por / f(z) ou / f
a a
ou até por / f é chamado a integral de Darboux de f.

Uma caracterizagao simples e muito 1til da integrabilidade a Darboux é dada pela seguinte
proposicao, cuja prova deixamos como exercicio.

Proposicao 2. Uma func¢ao limitada f: [a,b] — R é Darbouz integrdvel se, e somente se, para
todo € > 0 existem duas funcoes escada s e o tais que s < f <o e

/ab(a—s)<5.

A seguir, apresentamos as propriedades basicas da integral de Darboux.

Proposicao 3. Sejam fi, fo: [a,b] — R duas funcdes e seja ¢ € R.

(1) (linearidade) Se fi, fo sao integraveis a Darbouz, entao fi + fo e cfy também sdo e

/ab(f1+f2) :/abf1+/abf27
/ab(cfl) = C/abfl-

b
(2) (positividade) Se fi é integravel a Darbouz e f; > 0 entdo / fi>0.

b b
(3) (monotonicidade) Se fi, fo sao integrdveis a Darbouz e fi < fo entdo/ fi < / fa.

a
(4) Um conjunto E C [a,b] é Jordan mensurdvel se, e somente se, sua fun¢ao indicadora

b
1 € Darboux integrdvel. Neste caso, / 1p = m(E).

pagina 14



MAT 2621 Medida e integracao 2025.2

Demonstragao. A segunda parte do item (i) e os itens (ii) e (iii) sdo deixados como exercicios.
Vamos provar a aditividade da integral. Como fi, fo sao Darboux integraveis, dado € > 0,

existem s;, 04, 7 = 1, 2 fungoes escada tais que s; < f; < o;e [ 01— | s; < &. Segue que s; + S
e 01 + 09 sao fungoes escada e
s1+ 85 < fit fa<ortor.

Além disso,

/(<01+02)_(51+52)):/(01—51)+/(02—52)<5—|—5:25,

entao pela proposicao anterior a funcao f; + f, é integral a Darboux.
Como s; < f; < 0y, 1= 1,2, pela definicao da integral de Darboux temos que

/Siﬁ/fz‘ﬁ/az',
entao
(10) /31+/82§/f1+/f2§/01+/02

Como s; < f; < 01,1 = 1,2 tem-se s1 + s < f1 + fo < 01 + 09, entao, de novo pela definicao
da integral de Darboux,

(11) [t [+ s < [ +0)

Mas s1, so € 01, 09 sao fungoes escada, para as quais a aditividade da integral de Darboux ja

foi estabelecida, entao
/81+/82:/<81+82)

/01—1—/02:/(01—1—02).

Junto com e isso implica
S ‘/(01+02)—/(81+82)

o fn fues

e como € > (0 ¢é arbitrario, prova a aditividade da integral.

< 2,

Vamos provar o item (4). Seja E C [a,b] um conjunto Jordan mensuravel. Dado ¢ > 0,
existem A C E C B tais que A, B s@o elementares e m(B) — m(A) < ¢.
Segue que 14 e 1g sao fungoes escada, 14 < 15 < 1,

/1A§/1E§/1Ba
o /13—/1A:m(B)—m(A)<5.

Portanto, pela caracterizacao da integrabilidade a Darboux na Proposicao [2| 1z é Darboux
integravel. Além disso, como A C E C B, tem-se m(A) < m(E) < m(B), entdo

'/1E —m(E)

Como ¢ é arbitrario, concluimos que / 1p = m(FE).

<m(B) —m(A) < e.

Agora suponha que 1 seja integravel a Darboux. Vamos provar que E é Jordan mensuravel.
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Dado ¢ > 0, existem s < 15 < o fungoes escada, tais que /0 — /s <eE.

n

Escrevemos s = ZCkljk, o= del[k, e seja Np := {k: ¢, > 0}.
k=1 k=1
Observe que se k € N entao I, C E e ¢, < 1. De fato, dado x € I},
0<cp=s(zr) <1g(z),

logo 1g(x) deve ser igual a 1 (a funcdo indicadora de um conjunto sé toma o valor 0 ou 1),
monstrando que z € E e ¢ < 1.

Seja A = |_| I,. Entao A é um conjunto elementar e A C E. Desse modo,

keN
m(A) = Y L= 1-[L

keN, kEN7

> Z ci [ Ik

keN

n
=Y alnl|= [
k=1

ja que ¢, < 0 para todo k ¢ N.
Portanto A é um conjunto elementar com A C F e m(A) > /s.

n

Agora consideremos a fungao escada o = Z dgly,, onde o > 1 > 0, portanto dj > 0 para

k=1
todo k. Sejam

e B:= |_| I;;. Entao B é um conjunto elementar e £ C B.
keN2
Além disso, se k € N temos que E N I, # (. Entao existe x € E N I}, e assim

1=1g(z) < o(z) = di,
mostrando que neste caso d, > 1. Segue que

m(B)= ) L= 1-|L

keENs keENs

< Z d, | 1|

keN,

k=1

Portanto B é um conjunto elementar com F C B e m(B) < /a.

Segue que A C ¥ C B onde A, B sao conjuntos elementares e

mw%mmﬁs/a—/s<a

portanto, F é Jordan mensuravel. O
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4.3. A equivaléncia entre a integral de Riemann e a integral de Darboux.
Teorema 5. Seja f: [a,b] — R uma func¢dao limitada. Entdo, f € integravel a Riemann se e

b
somente se f € integrdvel a Darbouz. Neste caso, I(f) = / f(z)dx.

Demonstragao. Seja € > 0. Como f é integravel a Riemann, existe 6 > 0 tal que

para toda partigao P = {[, s, ..., I,} e para toda escolha de pontos intermedidrios =7 € I,
xy €Iy, ..., a2k €I, se A(P) <, entdo a soma de Riemann correspondente satisfaz
D F@p) 1Ll =3(f)| <,
k=1
ou seja
(12) I(f) —e< Y Fa) Il <I(F) +e.

k=1
Denotando por

my = 1inf {f(z): z € I}

My, =sup{f(x): z € I}}
e definindo as funcoes escada

n n
s = E mpl;, e o= E M1, ,
k=1 k=1

tem-se
s<f<o

e

b n b n
(13) / s=> my|Ll, / o= M |L.
a k=1 a k=1

Tomando em ([12)) o infimo (e depois o supremo) em cada intervalo I, sobre todos os pontos
intermedidrios x} € Ij, obtemos o seguinte:

I(f) —e< Y me [Tl < Y My < L I(f) +e.
k=1 k=1

entdo, usando ((13)),
b b
w»fs/ss/aswﬂ+e

Portanto,

b b
[o-[s<omsa-00-a=2.
mostrando que f ¢é integravel a Darboux.

Sem perda de generalidade, podemos supor que f > 0. De fato, como f ¢
limitada, existe K € R tal que —K < f < K. Entao, f + K > 0, e uma vez estabelecida a
integrabilidade a Riemann de f + K, a de f segue imediatamente.

Assim, suporemos a partir de agora que 0 < f(z) < K para todo z € [a,b]. Fixe € > 0.

Como f é integravel a Darboux, existem duas funcoes escada s e o tais que

b b
s<f<o e /J—/S<E.
a a
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Como f > 0, sua a aproximacao por baixo s também pode ser escolhida tal que s > 0.
Escrevemos

N
S:ZCkljk, CkZO
k=1

N
g = de 1Ik~7
k=1

onde {Iy,..., Iy} é uma particao de [a, b].
Seja
. €
0= mln{‘]k],k: 1,...,N, W} .
Considere uma partigdo qualquer P = {Ji,...,J,} com A(P) < 4, pontos intermedidrios
x; € J;, para todo indice [ = 1,...,m e soma de Riemann correspondente

m

pICHINIR

=1
Dado um indice [ € {1,...,m}, hd duas possibilidades sobre o intervalo correspondente J;:

» Existe k € {1,..., N} tal que J;, C I;. Neste caso, chamamos o indice [ “bom”.
= Nao existe tal intervalo ;. Neste caso, chamamos o indice [ “ruim”.

Vamos considerar primeiro o caso ruim. Como {1, ..., I}} é uma partigdo do intervalo [a, b],
existe k € {1,..., N} tal que J, N I # (). Mas como J; ¢ I}, necessariamente J; contém um
ponto extremo do intervalo I (e também intersecta um outro intervalo I;/). J& que

|| S A(P) <6 < |1,

segue que J; contém exatamente um ponto extremo de um tnico intervalo Iy, comk € {1,..., N}.
Portanto,
(14) #{le{l,...,m}: Jéruim } <N

(15) > A< NS,

l: ruim

Entao, a parte da soma de Riemann correspondente aos indices ruins tem a cota

(16) 0< Y f@)|A<NKG§<e

[: ruim

ou seja, tem uma contribuicao pequena.

A seguir, vamos estimar a parte da soma de Riemann correspondente aos indices bons. Para
fazer isso, note que se xj € J; C I, entao, como s < f < o, segue que

o = s(zj) < f(a7) < o(27) = dy.

Comecamos com a estimativa por cima:

DoFEDIR=) Y fEIA<Y ) D d i

l: bom k=1 1: JCl} k=1 1[: J;Cl}
N N b
k=1 l: JiCl k=1 a
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Portanto, usando , concluimos que
(17) Zf (z7) || = Z f@) |+ Z f@y) || </ o-+e.
l: bom l: ruim a

A estimativa por baixo é similar, porém, mais sutil.
Note que dado qualquer k € {1,..., N}, como {J;: { = 1,...,m} é uma partigao de [a,b],
tem-se I, C [a,b] = ;% Ji, entao

:O(Ikmjl): U ([kﬂJl)U U ([kmjl)

=1 l: JiCly, U NI #£0, JyZ Iy,
c v Y 4
l: JiCly [: ruim
Portanto,
LI< >0 1+ Yo 1S Yo 1A+ N,
l: JiCly, [: ruim l: JiCly

onde a ultima desigualdade segue de .
Concluimos que

(18) > 1Al = |l - N6
l: JiCIy,

Note também que ¢, < K, ja que todo ¢, é um valor da funcao s, e s < f < K.
Portanto,

S F@E)IA = >0 fE)al (4 que f>0)
=1 l: bom
N N
=3 > f@) A=) D el
k=1 1: J,CI k=1 1: J,CIy
N N
=> o Y =D e (Il = N6)  (usando (I8))
k=1 1:J,Cly k=1

N b N
:ch|lk|—chN5:/8—N5ZCk
k=1 k=1 k=1

a

b b
2/ 5—N25K>/ s—e€.

Concluimos, junto com a estimativa por cima (17)) que

b m b
/s—e<Zf(xf)\Jl]</0+e.
a =1 a

Por outro lado, como s < f < g, tem-se

[l
([ () (o[ oo
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Isso mostra que f é integravel a Riemann e JI( f / f. U
A partir de agora, nos referiremos aos dois conceitos (equivalentes) de integragao acima coma
a integral de Riemann-Darboux.

A proposicao seguinte estabelece de maneira precisa, a bem conhecida interpretacao geométrica
da integral a Riemann como area de uma regiao.

Proposicao 4. Seja f: [a,b] — R uma funcgdo limitada, e suponha que f > 0. Considere a
regiao planar abaixo do grdfico de f e acima do eixo x:

E:={(z,t)eR*: z€a,b] e 0<t< f(z)}.

Se f é integrdvel a Riemann-Darbouz, entio E é mensurdvel a Jordan (em R?) e

[

Demonstracao. Dado € > 0, sejam 0 < s < f < ¢ fungoes escada tais que

b b
/U—/8<€.
a a

N N
s = E ckl, e o= E dp 17,
k=1 k=1

onde di, > ¢ > 0e {Iy,...,Ix} é uma particao de [a, b].
Para cada indice k, considere as caixas em R?

Qk = Ik X [O,Ck], e Rk = Ik X [O,dk],

e os conjuntos elementares em R?

N N
A::UQk, e BIZURk-
k=1 k=1

Escrevemos

Como s < f < o, tem-se
ACFECB.

Note que

b N N
/ 5= el =3 @il = m(4
k=1 k=1

a

e similarmente,

b N N
/ o= dilll =Y Rl = m(B)
a k=1 k=1

Segue que

(19) / s=m(A) <m, ;(F) <m*/(E) <m(B) = / o,

portanto,
b b
m*/(E) — m, ;(F) < / O'—/ s <€,

o que mostra a mensurabilidade a Jordan do conjunto F.
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Além disso, como s < f < o, temos que fabs < fabf < ff o, e junto com ([19),

‘m(E)—/abf < [0 [s<e

mostrando que m(FE) = f: I O

Exercicio 4. Seja { f, },>1 uma sequéncia de fungoes integraveis a Riemann-Darboux em [a, b].
Suponha que
fn — f uniformemente.

Prove que o limite uniforme f também é integravel a Riemann-Darboux e

[r=tm [ s

Use a versao de Darboux do conceito de integrabilidade.

No que segue, exploraremos a relagao entre a continuidade e a integrabilidade de uma funcao.
Teorema 6. Se f: [a,b] — R € continua, entao f € integrdvel a Riemann-Darbouz.

Demonstra¢ao. Como f é continua e [a,b] é compacto, f é, automaticamente, limitada.
Além disso, f é uniformemente continua. Entao, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, dados
z,y € la, b],

(20) [T -yl <o = [f(z) - fy)| <e.

Podemos expressar de forma equivalente como segue. Dado qualquer intervalo I no
dominio da funcao f, definimos a oscila¢do de f em I por

wi(I) == sup |f(z) — f(y)| = Sl}pf—il}ff-

wyel
Entao (20]) é equivalente ao seguinte: dado I C [a, b),
1| <d = wy(l) <e.
Considere uma particdo P = {I3,...,In} tal que A(P) < 6, e sejam
my = inf f(x) e My :=sup f(x).

zel} e}

Defina as fungoes escada

N
:Z ka € O—ZMka

k=1
Entao, s< f<oe
N

b
/(O’—S):Z<Mk—m[( ’[k wa [k ‘[k .

k=1

Dado qualquer indice k € {1,..., N}, como |Ix| < A(P ) < 6, pela continuidade uniforme
de f, temos que wy(I}) < e. Portanto,

b N
[e=s < il =co-a),
a k=1
o que estabelece a integrabilidade a Darboux da funcao f. U

pagina 21



MAT 2621 Medida e integracao 2025.2

Comentario 2. E se a funcao f tiver um (ou um numero finito de) ponto(s) de descontinuidade,
ele ainda é integravel (supondo que seja limitada)?

Seja zo € |a,b] e suponha que f: [a,b] — R seja limitada e continua em [a,b] \ {zo}. Com
uma pequena modificacao, o argumento anterior ainda é aplicavel neste cenario. E suficiente
isolar o ponto de descontinuidade xy em um intervalo suficientemente pequeno.

De fato, sejam m, M € R tais que m < f < M, fixe ¢ > 0 e escolha 0 < 0 < 3;=-. Entao,
f é continua em I; := [a,xo — d] e em Iy := [z + §,b]. Pelo teorema anterior, existem fungoes

escada s; < f <o em [, j = 1,2, tais que

/I‘.<O'j_3j)<€-

J

Vamos definir duas fungoes escada em [a, b] como segue:

s em [ o1 em [
§:=14 8y em I e o:=<0y eml,
m  em (zg— 6,20+ 0) M em (zg— 6,20 +9).

Evidentemente, s < f < o. Além disso,

b
/ (00— ) :/(0—8)+/(0—3)+(M—m)\(:v0—(5,x0+5)| < 3e,
a I I>
provando assim a afirmacao de que f ¢é integravel a Riemann-Darboux.
O mesmo argumento ¢é aplicavel no caso de uma fungdo com um ntimero finito de pontos de
descontinuidade. Um argumento similar, mas um pouco mais elaborado pode ser usado para
tratar o caso de um conjunto de pontos de descontinuidade com medida de Jordan nula.

Exercicio 5. Seja f: [a,b] — R uma funcao limitada. Suponha que o conjunto dos seus pontos
de descontinuidade tenha medida de Jordan zero. Prove que f ¢ integravel a Riemann-Darboux.

4.4. O teorema de Lebesgue (continuidade v. integrabilidade 4 Riemann-Darboux).
O topico principal desta aula é o teorema de Lebesgue sobre a relagao entre a integrabilidade
a Riemann-Darboux de uma funcgao e sua continuidade. Mostraremos que uma funcao limi-
tada é integravel a Riemann-Darboux se e somente se for continua exceto por um conjunto
“negligenciavel”de pontos de descontinuidade.

Comecamos com a definigao formal do conceito de conjunto negligenciavel.

Lembre-se que um conjunto limitado £ C R possui medida de Jordan nula se e somente se a
sua medida exterior de Jordan for zero, ou seja, se m*/(E) = 0. Equivalentemente, escrevemos:
para todo € > 0 existe um conjunto elementar B O FE tal que m(B) < e.

Portanto, F tem medida de Jordan zero se e somente se, para todo € > 0, existe um nimero
finito de intervalos Iy, ..., Iy satisfazendo

N N
EC Ulln e Zlun|ge.

Exemplos importantes de conjuntos com medida de Jordan zero sao conjuntos finitos ou o
conjunto de Cantor.

Vamos estender esse conceito para uma familia maior de conjuntos. A maneira natural (e,
na verdade, padrao na teoria da medida) para obter tal extensao é substituir processos finitos
POT Processos enumerdveis.
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Definigao 11. Um conjunto £ C R é dito “negligenciavel”, ou de medida (de Lebesgue) zero
se para todo € > 0 existir uma familia enumerdvel de intervalos {I,},>1 tal que

ECGIn e illnlée-
n=1 n=1

O conjunto vazio é um intervalo, entao tais familias enumeraveis de intervalos incluem
também familias finitas de intervalos. Assim, todo conjunto com medida de Jordan zero é,
automaticamente negligenciavel.

Além disso note que caso E seja negligenciavel e F' C E| entao F' também é negligenciavel.

Exemplo 4. Todo conjunto enumeravel é negligenciavel.

De fato, seja E := {x1,z9,...,2,,...} C R um conjunto enumeravel e fixe ¢ > 0.

) ) ) ) ny

A seguir, é apresentado um primeiro exemplo do uso do “truque 57”. Esta técnica, em suas
varias manifestacoes, serda usada repetidamente ao longo do curso.

Para cada indice n > 1, considere o intervalo

€ €

[n = (l’n — _2n+1’ Tn + _2n+1> .

Entao, obviamente,

ECGIn e i|]n|:m2in=e,
n=1 n=1 n=1

mostrando que E é negligenciavel.

Em particular, note que o conjunto [0,1] N Q é negligencidvel, enquanto, como mostrado
anteriormente, nao é mensuravel a Jordan (e, por isso, nao possui medida de Jordan zero).

Exercicio 6. Prove que uma uniao enumeravel de conjuntos negligenciaveis é negligenciavel.
€
Use o truque 5.

Comentario 3. Se for necessario, os intervalos I,,,n > 1 sempre podem ser escolhidos abertos.
De fato, sejam F um conjunto negligencidvel, e € > 0. Existe uma cobertura I,,,n > 1 de FE
por intervalos, tal que

Ec G[n e iun\ge.
n=1 n=1

Supondo que os pontos extremos do intervalo [,, sejam a,, e b,, e usando o mesmo truque
considere os intervalos abertos

€ €
JnI: <an—ﬁ, bn+ﬁ> .

£
on )

Entao, para todon > 1,
€
Jn = ]n an
[l = Il + o

portanto
EcUdw e Y=+ 5 <2
n=1 n=1 n=1 n=1

O mesmo argumento também mostra que os intervalos I,,,n > 1 podem ser escolhidos todos
fechados, ou todos semiabertos, caso seja til.
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Observagao 5. Seja £ C R um conjunto compacto. Entao, E é negligencidvel se e somente se
E possui medida de Jordan zero.

Em outras palavras, enquanto, em geral, ter medida de Jornal zero é uma propriedade mais
forte, no caso de subconjuntos compactos, os dois conceitos sao equivalentes.
Seja € > 0, e escolha uma cobertura {I,},>1 de E por intervalos abertos, tal que

[e.e]
oL <e.
n=1

Como FE é compacto, existe uma subcobertura finita I, ..., Iy de E, e, evidentemente,

N )
DL <Y | <.
n=1 n=1

Defini¢ao 12. Uma propriedade P(x) vale em quase todo ponto (abreviado q.t.p.) se o conjunto
{z: P(x) nao vale}

for negligenciavel.

Exemplo 5. Considere o conjunto E := {1:n > 1} e a sua funcdo indicadora 15: [0,1] — R.
Observe que os pontos de descontinuidade da funcao 1 sao exatamente 0 e %,n > 1, ou
seja, um conjunto enumeravel de pontos. Portanto, 15 é continua em q.t.p.

Teorema 7 (de Lebesgue). Seja f: [a,b] — R uma fun¢ao limitada. Entdo, f € integrdvel a
Riemann-Darboux se e somente se f é continua em q.t.p.

Antes de comecar a demonstracao do teorema, vamos estudar o conceito de oscilacdo de uma
funcao, que é relacionado a sua continuidade.
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A oscilagao de uma fungao. Seja f: [a,b] C R — R uma fungao limitada.

Defini¢ao 13. Se I C [a,b] é um intervalo, definimos a oscilagio de f em I por

wr(I) ==sup{[f(x) — f(y)|: z,y € I}
= sup f(x) — inf f(z).

wel
Observe que I C J = wy(l) < wy(J).
Defini¢ao 14. Se x € [a, b, definimos a oscilagao de f no ponto x por
wy(x) :=1inf {wr(l): I intervalo aberto com z € I} .
Como a oscilagao depende monotonicamente do intervalo, temos que
we(x) = lisggwf (z=6,z+9)) .
Exercicio 7. Prove que f é uniformemente continua se e somente se, para todo ¢ > 0 existe
d > 0 tal que dado um intervalo I C [a, b],
1| <0 = wy(l) <e.

Além disso, prove que f é continua no ponto x se e somente se wy(x) = 0.

Em consequéncia, x é um ponto de descontinuidade de f se e somente se wy(x) > 0.

Esta caracterizacao nos permite quantificar a descontinuidade de uma fun¢ao em um ponto,
ou seja, medir quao descontinua f é no ponto x, dependendo de quao grande seja a oscilacao
pontual wy(x).

Considere
D = D(f) = {a: w(x) > 0}

o conjuntos dos pontos de descontinuidade da funcao f.
Dado r > 0, definimos

D, :={x: we(zx) >}

o conjunto de pontos com uma “quantidade (ou nivel) de descontinuidade”acima de r.
Observe que

D= D

n>1
Lema 3. Para todo r > 0, o conjunto D, € fechado e, portanto, compacto.

Demonstracao. Seja {z,},>1 C D, uma sequéncia tal que x,, — . Provaremos que z € D,.
Suponha por contradi¢do que x ¢ D,, ou seja, wy(x) < r. Entao, existe 0 > 0 tal que

wr((x=68,xz+9)) <r.

Como z,, — x, existe N > 1 tal que zy € (x — 0,2+ ). Ademais, existe um intervalo aberto
J contendo z, e suficientemente pequeno tal que J C (z — d,z + d). Portanto,

r <wys(zy) =inf{ws(I): I intervalo aberto com xy € I}
< ws(]) Swp (o= b0 +6) <7,

e temos uma contradicao. U

Estamos aptos a comecar a prova do resultado principal dessa aula.
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Demonstragao do Teorema [T Suponha que D seja negligenciavel, e tome € > 0.

Escolha um nivel de descontinuidade 7 > 0 pequeno, r < = sera suficiente. Como D, C D,
D, também é negligencidavel. A ideia da prova é isolar os pontos com nivel de descontinuidades
acima ou igual a r em intervalos pequenos, e usar o resto do espaco, onde a oscilacao de f
é zero ou muito baixa para construir aproximacgoes por funcoes escada, e, portanto, provar a
integrabilidade de f E|

Pelo Lema [3, D, é compacto, e pela Observagao [5] existe uma cobertura finita por intervalos
(que podem ser escolhidos disjuntos)

N N c
DTCTLL:JILZ com ;|In|<m7

onde m :=inf f e M :=sup f.
O complemento dessa cobertura pode ser escrito como uma uniao disjunta de intervalos

N
@, 0]\ | J L= AU U
n=1
Portanto, para cada indice k = 1,...,m, e para todo x € Ji, a oscilacao pontual de f

satisfaz w¢(z) < r. Isso ndo necessariamente implica a mesma estimativa para a oscilagao de f
no intervalo Ji inteiro; porém, existe uma particao finita do intervalo J; em intervalos menores
para os quais a oscilagao permanece abaixo de r, como mostra o seguinte lema, .

Lema 4. Seja J = [c,d] um intervalo e suponha que w¢(x) < r para todo x € J. Entdo, existe
uma particao J = J' U ... U JP em intervalos satisfazendo

wr(JY) <r  paratodoi=1,...,p.

Prova do lema. Usaremos um argumento simples de compacidade. Para cada x € J, como
wy(x) < r, existe d, > 0 tal que, denotando por I, := (x — d,, 2 + 6,), temos que w;(I,) < r.
A familia {I,},c; é uma cobertura finita por intervalos abertos do compacto J, portanto
existe uma subcobertura finita I, ..., I, .
Resta “tornar disjuntos”esses intervalos, o que pode ser obtido por meios ja familiares. Por
exemplo, escrevendo

la,b] = ([a,b) N L) U ([a,b] N Ly \ Iy) U U ([a, 0] N L, \ (T U ... U T, )

1(28 de margo de 2020) Alids, esta é a estratégia usada para a contengdo do novo coronavirus pelos paises
que tiveram mais sucesso nessa luta (por exemplo na Coreia do Sul).

Considere a analogia “pessoas infectadas «~ pontos de descontinuidades”.

Com um numero finito (isto é, relativamente pequeno) de pessoas infectadas, as autoridades piiblicas podem
tomar medidas de isolamento local, em pequenas quadras contendo infectados (e suspeitos de ser infectados
devido & proximidade fisica). A vida pode continuar relativamente normal para o resto da cidade (ou do pais).
Mas com um numero alto de infecgoes e um padrao de transmissao desconhecido, a alternativa é considerar
todos potencialmente suspeitos de infeccao, e, portanto, isolar a cidade inteira (ou o pafs inteiro).

No caso do nosso teorema, temos uma informagao crucial: o conjunto de pontos de descontinuidade é bem
pequeno, negligencidvel. Portanto, isolamento local desses pontos funcionara, eventualmente garantindo a
integrabilidade da fungao.

Infelizmente, por causa, pelo menos em parte, da falta total de dados sobre a distribuicao das pessoas
infectadas em pafses como Brasil (ou EUA), também por causa de outros problemas de ordem estrutural no
sistema de saide—tudo isso devido a uma falta cronica de preparagao, a negacao da andlise cientifica, das
recomendagoes apresentadas com antecedéncia por organizacoes de satide respeitaveis, ou seja, por uma atitude
irresponsavel, entao, criminal dos mais responsaveis para o bem publico—hoje a solugao restante é isolamento
amplo (ou quase total).
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segue que cada conjunto da uniao disjunta acima pode ser particionado em um ndmero finito
de subintervalos disjuntos J*. Cada um destes subintervalos esta contido em um determinado
intervalo I, portanto, wy(J") < wy(I,,) <. O

Voltando a demonstracao do teorema, pelo lema anterior, e pelo isolamento em intervalos
pequenos dos pontos de descontinuidade de f, temos uma particao de [a, b] em intervalos

{Kl,...,Kp; ]1,...,[]\/}
tais que
we(K;) <r paratodo [=1,...,p

e, além disso,
N

Dol <

n=1

Dentamos por
my = inf f(x) e M, := sup f(x)

Z‘EKZ ll'EKl

e definimos duas fungoes escada em [a, b] como segue:

m; sexe K, l=1,....p M, sexeK,l=1,...,p
s(x) == , e o(z) = .

m sexe€l;, j=1,...,N M sexel;, j=1,...,N.

Claramente s < f < o e temos
P N

b
/ (0—5) =3 My — ) |15 + S (M = m) |1

=1 j=1
p N

=Y wp(K) [y + (M —m) Y |1
=1 =1

€
M—-—m

<r > K|+ (M —m)

=1

<r(b—a)+e<2e,

o que mostra a integrabilidade a Riemann-Darboux de f.

Suponha que f seja integravel a Riemann-Darboux. Como D = |J,-, Di/n, basta
provar que D, ¢é negligenciavel para todo r > 0.

Fixe r > 0. Como D, é compacto, isso equivale a provar a existéncia de uma familia finita
de intervalos {I; }rer (onde F é um conjunto finito de indices) satisfazendo

D,ﬂCLJT;C e Z][k\<e.

keF keF

Como a funcao f é integravel a Darboux, entao existem duas funcoes escada s e o tais que
s<f<oe

(21) /ab(a—s)<er.

Escrevemos
N N
S:ZCkljk e 0:de11k,
k=1 k=1
onde ¢, < dj e {I1,..., Iy} é uma partigao de [a, b].
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Seja
Fi= {ke{L...,N};DmJHé(ZJ} .
Como D, C [a,b] = I, U...U Iy, temos que
D, C | JIUN,
kEF

onde N é o conjunto finito (portanto, negligencidvel) dos pontos extremos dos intervalos I.
Resta provar que

keF
Fixe k € F esejax € D, N ]Ok Entao, wy(x) > r e, ademais,

we(z) =1inf{ws(J): z € J, J aberto } < wf(lok) =sup f —inf f < dy, — ¢y,
I I

onde a ultima desigualdade vale porque x € I, entao
sup f <supo =d; e irolffZirOlfs:ck.
[0,C [O,C Iy, Iy,

Concluimos que
ke F = d,—c,>r.

Portanto, usando (21
b
er > / (0—5) =3 (s — ) el + 3 (de — ) [l = S (e — ) |1

a keF k¢ F keF
> § :|Ik’ )
keF

0 que mostra que

Z‘[k‘ <€,

keF
terminando assim a prova do teorema. O
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