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Construimos uma familia de subconjuntos do espago euclidiano chamados de conjuntos Le-
besgue mensuraveis e definimos a medida de tais conjuntos; introduzimos uma classes geral
de funcgoes no espaco euclidiano chamadas de funcoes Lebesgue mensuraveis e definimos um
conceito de integragao para tais fungoes.

O objetivo deste capitulo é desenvolver uma teoria semelhante em um cenério abstrato.

1. SIGMA-ALGEBRAS E ESPACOS MENSURAVEIS
Definicao 1. Dado um conjunto X, uma o-dlgebra sobre X é uma colecao B de subconjuntos
de X tal que
(1) @ € B,
(2) se E € B entdo E° € B,
(3) se {En: n > 1} C Bentdo 5, £, € B.

Um par (X, B), onde X é um conjunto (o espa¢o ambiente) e B é uma o-édlgebra sobre X é
chamado de espaco mensurdvel.
Os elementos de B sao ditos conjuntos B-mensuraveis ou simplesmente, mensuraveis.

Observacio 1. Note que o espaco ambiente X = @¢ € B. Além disso, B ¢ fechada também
com respeito a intersegbes enumeraveis: se {F,: n > 1} C B entdo

M E. = (UEE)BGB.

n>1 n>1
A seguir apresentamos alguns exemplos gerais de o-dlgebras.

Exemplo 1 (de o-élgebras). Seja X um espago ambiente.
(1) A o-algebra trivial: B = {@, X'}.
(2) A o-algebra discreta: B=2%X = {E: F C X}.
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(3) A o-dlgebra atomica. Dada uma partigao
X =]|]Aa
acl
de X em “atomos”, seja

B;:{UAazjcz}.

aceJ

Entao B é uma o-algebra (atomica). A prova deste fato é um exercicio.
Note que a o-algebra trivial é atomica, que corresponde a partigao

X=oUX,
enquanto a o-algebra discreta também ¢é atomica, onde todos os singletons sao atomos:
X =]z}
zeX

(4) A o-algebra diddica de determinada geragao. Dado n > 0, considere a particao de reta
real R em intervalos diadicos de geragao n,

JEZ

e a o-algebra atomica D, (R) correspondente.
A mesma construcao pode ser feita em R? d > 1, usando caixas diddicas em vez de
intervalos diadicos.

1.1. Geragao de sigma-algebras. Dadas duas o-dlgebras B e B', se B C B’ dizemos que B’
é mais fina do que B, ou que B é mais grosseira do que B'.
Por exemplo, para todo n € N,

Dp(R) C D1 (R).

E facil verificar que a intersegao de qualquer familia {B, },cz de o-dlgebras sobre X também
¢ uma o-algebra sobre X, o que nos permite introduzir o seguinte conceito.

Definicao 2. Dada uma colecao F de subconjuntos de um espaco ambiente X, seja
o(F):= ﬂ{B: B D> F, B éuma o — algebra} .

Entao o(F) é uma o-algebra sobre X chamada a o-algebra gerada por F. Ela é a menor (ou
a mais grosseira) o-dlgebra que contém a colecao F.

Note que 2¥ O F e como 2% é uma o-algebra, a intersecao de o-algebras acima é bem
definida.

Definigao 3 (a o-algebra de Borel). Denotamos por B(R?) a o-algebra gerada pela topologia
do espaco euclidiano, ou seja,

B(R?) := o {U C R*: U aberto} .
Mais geralmente, dado um espaco topolégico qualquer (X, T),
B(X):=0(T)=0c{U C X: U aberto}

é chamada a o-algebra de Borel do espaco (X, T).
Os conjuntos £ € B(X) sao chamados de conjuntos borelianos.

Exemplo 2 (de conjuntos borelianos). Todos os conjuntos abertos, fechados, do tipo F, (i.e.,
unides enumerdveis de conjuntos fechados), do tipo Gy (i.e., intersegoes enumeraveis de conjun-
tos abertos) sdo conjuntos borelianos.
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1.2. O mecanismo padrao para conjuntos. Considere uma colecao F de subconjuntos de
X é a o-dlgebra o(F) gerada por F. Dada uma propriedade P sobre subconjuntos de X, para
provar a afirmagao

P(E) vale para todo E € o(F)
basta provar que:
(1) P(E) vale para todo E € F;
(2) A colegao
A:={F C X: P(E) vale}
é uma o-algebra, ou seja,

» P(@) vale,

n se P(E) vale, entao P(EL) vale,

= se P(E,) vale para todo n > 1 entao P(U,>, Fn) vale.

Proposicao 1. Sejam X e Y dois espacos topologicos e seja f: X — Y uma funcdo continua.
Entdo para todo conjunto boreliano E € B(Y), sua pré-imagem f~Y(E) € B(X), i.e., ele é um
congunto boreliano em X.

Demonstracao. Para provar a afirmacao
f'(E) € B(X) paratodo E € B(Y)

usamos o mecanismo padrao para conjuntos, lembrando que B(Y') é a o-dlgebra gerada pelos
conjuntos abertos em Y.

(1) Para todo conjunto aberto E in Y, como f é continua, f~!(F) é aberto, entao boreliano,
ou seja, ele pertence a B(X).

(2) Seja
A={EeB(Y): f[7'(E)eB(X)} .

Tem-se

» @) =2 e B(X).

» Se E € Aentiao f~Y(E) € B(X). Como B(zx) é uma o-dlgebra, f~(E)¢ € B(X)
também. Mas f~1(E%) = f~1(E)t € B(X), mostrando que E® € A.

m Se {E,:n>1} C Aentao f~}(E,) € B(X) para todo n > 1. Como B(X) é uma
o-algebra, segue que

fﬁl(U E,) = U fﬁl(En) € B(X),

n>1 n>1
mostrando que |J,», £ € A.
O

Observagao 2. A o-dlgebra B(R?) de conjuntos borelianos do espaco euclidiano é estritamente
mais grosseira que a de todos os conjuntos mensuraveis a Lebesgue, ou seja

BRY) C L(RY).

De fato, todo conjunto aberto é Lebesgue mensurdvel, entdao a o-dlgebra L(RY) contém a
o-dlgebra B(R?) geradas pelos conjuntos abertos.

O exercicio seguinte fornece um exemplo de conjunto nao boreliano mas ainda mensuravel a
Lebesgue. A construgao descrita abaixo, baseada no conjunto de Cantor e na funcao “escada
do diabo” de Cantor, serd usada para obter varios outros contraexemplos.
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Exercicio 1. Sejam C C [0,1] o conjunto de Cantor e c: [0,1] — [0,1] a fungdo de Cantor,
Considere a funcao

f:00,1] = [0,2], f(x)=xz+c(x).
Entao,

(i) f é uma fungao continua, sobrejetiva e (estritamente) crescente, portanto é bi-continua.
(ii) A imagem do conjunto de Cantor pela fungao f é mensurével e

m(f(C)) =1.
Por isso (usando um exercicio anterior) existe um conjunto ndo mensurdvel N” C f(C).
(iii) Seja
E:=f'N)cCcC.

Entao E é mensuravel a Lebesgue mas nao é um conjunto boreliano.

Proposigao 2. Cada uma das sequintes familias de conjuntos gera a o-dlgebra de Borel B(RY):

(i) A familia de conjuntos abertos.
(ii) A familia de conjuntos fechados.
(iii) A famdlia de conjuntos compactos.

(iv) A familia de bolas abertas (ou fechadas).
(v) A familia de caizas (ou de caizas diddicas).

Demonstracao. Exercicio. [l
2. MEDIDAS ABSTRATAS

Definigao 4. Seja (X, B) um espago mensuravel. Uma funcao
p: B — 0, 00]
é chamada de medida (o-aditiva) em (X, B) se

(i) p(@) =0e
(ii) para toda cole¢cao mensurdvel de conjuntos mensurdveis disjuntos {FE,: n > 1} C B,

temos
K (U En) = Z,U(En) :

n>1
A tripla (X, B, i), consistindo em um conjunto X, uma o-algebra B sobre X e uma medida
pem (X, B) é chamada de espaco de medida.

Em seguida apresentamos alguns exemplos de espacos de medida.

Exemplo 3. O espago da medida de Lebesgue (R?, £(R?), m). A medida m é também referida
como a medida de volume.

Um outro exemplo comum ¢ o espaco (R%, B(R?), m) da medida de Borel, ou seja, o espaco
de Borel munido com a restricao da medida de volume.

Exemplo 4. A medida trivial em (X, B): u(E) = 0 para todo E € B.

Exemplo 5 (a medida de Dirac). Seja (X, B) um espago mensuravel qualquer e seja © € X
um ponto. A medida de Dirac com centro em x é dada por

1, sexel

=1 .
0, sex ¢ FE 5(2)

0y B—10,00), 0,(F)= {

Note que a funcao 0, é, de fato, uma medida:
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(1) 6.(2) = 1o(2) =0.
(ii) Se {E,: n > 1} C B sao disjuntos, entao

Oy (|_| En) =1,., 5. (7)

= 1p,(x) =) 6.(En).

Exemplo 6 (soma de medidas de Dirac ou de pontos de massa). Seja (X,B) um espago
mensuravel. Dados pontos x1,...,2x € X e nimeros ¢y, ..., ¢ € [0, 0], seja

k

u::ZCi&M.

i=1
Entao p é uma medida em (X, B) (exercicio) chamada de soma de medidas de Dirac com
massa concentrada em x1, ...,z € pesos ¢y, ..., Ck.
A ideia é que além do volume (ou édrea, ou comprimento), a massa de um objeto também
pode ser considerada como uma medida. Uma soma de medidas de Dirac corresponde ao caso
de uma colecao discreta de centros de massa.

Exemplo 7. Mais geralmente, dada uma sequéncia {i,},>1 de medidas em (X, B) e uma
sequéncia {c,},>1 de nimeros nao negativos,

o0

,u::ch,un

n=1
¢ uma medida em (X, B) (exercicio).
Exemplo 8 (medida de contagem). Seja (X, B) um espago mensurdvel. A medida de contagem

¢ a fungao #: B — [0,00], #(F) = a cardinalidade de F se F for finito e #(E) = oo se E for
um conjunto infinito.

Em seguida listamos algumas propriedades basicas de uma medida. Comecamos com uma
notagao util.

Notacao. Dada uma sequéncia {E, },>1 de conjuntos, usamos as seguintes notagoes:
» E, 7 E significa o seguinte: Vn > 1, E, C Epiq e |J,5 En = E.
m E, \ E significa o seguinte: Vn > 1,E, D E,y1e(),» En=FE.

Proposicao 3. Seja (X, B, 1) um espago de medida. As sequintes afirmagoes sao vdlidas.

(i) (monotonicidade) Sejam E,F € B. Se E C F entao pu(E) < p(F).
(ii) (o-subaditividade) Se {E,: n > 1} C B entao

H (U En) < ZN(EH)

(#i) (convergéncia mondtona para conjuntos) Sejam {FE,:n>1} C B e E € B.
» Se E, /' E entao p(E,) — p(E) quando n — oo.
m Se B, \(E e u(E,) < oo entao u(E,) = p(E) quando n — oo.

Demonstracdo. O argumento é idéntico ao da medida de Lebesgue em R? e é deixado com
exercicio. 0

Da mesma forma que no caso da medida de Lebesgue, introduzimos os seguintes conceitos.
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Definigao 5. Seja (X, B, u) um espago de medida. Um conjunto mensuravel £ € B é chamado
p-negligencidvel, ou de medida nula se p(E) = 0.

Uma propriedade P(z) é valida para quase todo ponto x € X com respeito a medida pu, ou,
de uma forma mais concisa, dizemos que P(z) vale para u-q.t.p. x € X se o conjunto

{z € X: P(z) nao é vélida}
é B-mensuravel e de medida nula.
Observacao 3. Em geral, um subconjunto de um conjunto negligenciavel nao e necessaria-
mente mensurdvel. Por exemplo, considerando o espaco da medida de Borel (R, B(R), m), o

conjunto £ C C do Exercicio [1| ndao é boreliano, embora o conjunto de Cantor C seja boreliano
em(C) =0.

Esta observagao motiva a seguinte definicao.
Definigao 6. Um espago de medida (X, B, ) é dito completo se todo conjunto de um conjunto
p-negligenciavel é mensuravel, ou seja,

se FeB, w(EF)=0e F C E entao F € B.

Por exemplo, (RY, £L(R?), m) é completo, mas (R?, B(RY), m) nao é completo.

3. FUNCOES MENSURAVEIS

Definicao 7. Seja (X,B) um espago mensurdvel. Uma fungao f: X — [0,00] é dita B-
mensuravel (ou, simplesmente, mensuravel) se para todo conjunto aberto U C [0, 0], temos
{feU}:=f"(U)eB,
ou seja, se para todo aberto U, {f € U} é mensuravel.
Similarmente, uma funcdo f: X — R é mensurdvel se { f € U} € B para todo aberto U C R.

Observagao 4. Um conjunto F € B se e somente se sua fungao indicadora 1z é mensuravel.
De fato, como E = {1 € (0,2)}, se 15 é mensurével, segue que F € B.
Por outro lado, supondo que E seja mensuravel e dado U C R aberto, como

X se0eUeleU

0  se0g¢UelgU

E se0¢UeleU

E' se0eUelgl,

{]_E'EU}:

segue que {1x € U} € B, monstrando a mensurabilidade de 1.

Proposicao 4. Seja f: X — R uma funcao mensurdvel. Entdo para todo conjunto boreliano
E € B(R), tem-se
{f € E} eB.

Demonstragao. Utilizamos o mecanismo padrao para conjuntos. Seja
A:={E C R: {f € E} é mensurével }.

Como a fungao f é mensurdvel, segue que U € A para todo conjunto aberto U C R.
Por outro lado, A é uma o-algebra. De fato,

n{fel}=0€c A
mSe £ € Aentado {f € E} € B, e dali,

{feEY={feE)eB
portanto EC € A.
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m Se {E,}n>1 C Aentao {f € E,} € B para todo n > 1. Como

{fe UEn}:U{feEn}eB,
n>1 n>1
segue que (J,», B, € A.
Concluimos que A D B(R), ja que B(R) ¢ a menor o-édlgebra contendo os conjuntos abertos.
]

Observagao 5. Em geral ndo é verdadeiro que dados um espago mensuravel (X,B), uma
fungao mensuravel f: X — R e um conjunto (apenas) Lebesgue mensuravel S C R,

{feS} ek

Por exemplo, considere a fun¢ao do Exercicio da aula passada, f: [0,1] — [0,2], f(z) =
x + ¢(x), onde ¢ é a funcao de Cantor.

Seja g: [0,2] — [0,1] a inversa de f e note que g é mensuravel pois é continua. Considere,
como no mesmo Exercicio da aula passada, um conjunto ndo mensuravel N' C f(C) e seja

E:=gN)= f'(WV) cc.
Entao E é Lebesgue mensuravel, enquanto A" = g~ !(F) nao ¢ Lebesgue mensurdvel.

Definigao 8. Dados dois espagos mensuraveis (X, By) e (Y, By), uma funcao f: X — Y é
chamada de mensurdvel se f~!(F) € Bx para todo E € By.

Observagao 6. Dado um espago mensuravel (X, B) e uma func¢do f: X — R, o contradominio
R é a priori munido com a o-algebra de Borel (em vez da Lebesgue). Desta forma, a nogao
de mensurabilidade da funcao f: X — R é consistente com o conceito mais geral introduzido
acima.

Definigao 9. Dado um espag¢o mensuravel (X, B), uma fungao s: X — [0, 00| é chamada de

funcao simples sem sinal se
k

s = g ¢ilg,

i=1
para alguns nimeros ¢; € [0,00] e conjuntos E; € B, i € [k].
Similarmente, s: X — R é uma fungao simples (com sinal) se

k
S = E Ci]-Ei
=1

onde ¢; € R, E; € B para todo i € [k].

Observagao 7. Toda func¢ao simples é mensuravel. De fato, se s = Zle ¢ilg,, entao dado
qualquer aberto U (em [0, oo] ou R),

{seUy=\J{E:acUiclk}

entdo {s € U} € B.
Além disso, note que somas e produtos de fungoes simples sao fungoes simples também.

Os seguintes resultados bésicos sobre fungoes mensuraveis f: (X, B) — R sao andlogos aos re-
sultados correspondentes sobre funcoes mensuraveis a Lebesgue f: R? — R. As demonstracoes
deles também sao idénticas as demonstragoes no contexto euclidiano; por isso, omitiremos os
detalhes técnicos das provas.

Teorema 9. Seja (X, B) um espago mensurdvel.
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(1) Uma funcdo f: X — R (ou [0,00]) € mensurdvel se e somente se para todo A € R, o
congunto {f > A} € B. Isto também ¢é equivalente a {f > A} € B (ou {f < A} € B, ou
{f < A} € B) para todo X € R.
(2) Uma fungao f: X — R € mensurdvel se e somente se f+ e f~ sao mensurdveis, onde
fH /7 X —=[0,00),
F+(2) = max{ f(x),0} ¢
f~(2) = max{— (), 0}.
(3) Se {fu}tn>1 € uma sequéncia de fungdoes mensurdveis e f, — f em todo ponto, entio o
limite f € mensurdvel.
(4) Se f: X — R € mensurdvel e ¢p: R — R € continua, entio ¢ o f € mensurdvel.

Demonstragdo. (1) O conjunto {f > A} = f71(\,00) e (A, 00) é aberto, portanto a implicagao
indireta segue.

Para justificar a implicacao direta, note que todo aberto U C R pode ser escrito como uma
unido enumerével de intervalos abertos: U = |, ~;(@n, by). Como

{f e U} = [ J{f € (an,b)},
n>1
basta provar que {f € (a,b)} € B para todo intervalo (a,b). Mas
{f (@b} ={f>an{f <b}.
Além disso,

e =tr=n={N{r>0-13)

n>1

que pertence a B. Logo, {f € (a,b)} € B.
(2) A equivaléncia é uma consequéncia das seguintes identidades: para todo A > 0,
{fT>A={f>A}h
{7 > ={-f>A={f <A}
{f=0t={f"=0tn{f =0}

(3) Nao é dificil verificar que

1
f(z) = lim f,(z) > X sse Im>13IN >1VYVn> N f,(x) >)\+E.
n—oo

Portanto,

{r>x=U U ﬂ{fn>)\+%}68.

m>1 N>1n>N
(4) Se U C R ¢ aberto, como ¢ é continua, {¢p € U} = ¢~'(U) é aberto. Portanto,
{pof €U} = (60 /)71 (U) = (¢ (U))

é mensuravel. O

Teorema 10. Seja (X, B) um espago mensurdvel.

(1) Uma fungao f: X — [0,00] é mensurdvel se e somente se existe uma sequéncia nao
decrescente {sp}tn>1 de funcoes simples sem sinal e finitas tal que s, — f em todo
ponto.

(2) Uma fungio f: X — R é mensurdvel se e somente se existe uma sequéncia {s,}n>1 de
fungées simples (com sinal) e finitas tal que s, — f em todo ponto.
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Demonstracao. As implicacoes indiretas sao consequéncias do Teorema@ (3) e da Observagao
(que toda fungao simples é mensuravel).

A construcao de uma sequéncia mondtona de funcoes simples que convergem para f ¢é idéntica
a do caso da integral de Lebesgue no espago euclidiano. De fato, dada f: X — [0, co] men-
suravel, para todo n > 1 seja

n2"—1

j
ni=nlgs, —1 o .
Sni= gz ¥ ; o~ {rela %) }
Nao é dificil verificar que s, < s, para todo n > 1.
Além disso, se f(x) = oo, entdao para todo n > 1, s(z) = n — oo = f(z), enquanto se
f(z) < oo, para todo n > f(x) tem-se

J+1 J
_ < — L =
[sala) = fl@) < o= = 2= - =0,

logo s,(z) = f(x).

Finalmente, dada uma funcao mensuravel com sinal f: X — R, como fT, f~ sao funcoes
mensuraveis sem sinal, pelo argumento acima, existem sequéncias de fungdes simples {s, }n>1
e {on}n>1 tal que s, — fT e 0, = f~ em todo ponto. Portanto, para todo n > 1, a funcao
S, — 0, € simples e

Sp—0p — fr—f".
O

Teorema 11. Sejam (X, B) um espago mensurdvel, f: X — R e g: X — R duas fung¢des
mensurdveis. Entao f+ g e f-g sao mensurdveis também.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, existem duas sequéncias de fungoes simples {s,},>1 e
{on}n>1 tais que s,, — f e 0, = g em todo ponto.
Entao para todo n > 1, as fungoes s, + o, e s, - 0, sao simples e evidentemente,

Snt+on—f4+9, Sp-0n,— f-qg,

mostrando, via Teorema que f 4 g e f - g sao mensuraveis. 0]

4. A INTEGRAL DE UMA FUNGAO MENSURAVEL

Seja (X, B, 1) um espago de medida. A construgao da integral de uma fun¢ao mensuravel em
X segue exatamente a mesma abordagem que a da integral de Lebesgue no espaco euclidiano.

(1) Seja s: X — [0, 00],

k
s = E C; 1E1
1=1

uma funcao simples. Entao,

k

/Xsd# = ¢ (Ey).

i=1
Resta mostrar que este conceito é bem definido, ou seja, se s possui duas representagoes
do tipo

k l
S = E Ci]-Ei: E dj].pj,
1=1 J1
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entao
k l
> an(E) = diu(Fy)
i=1 J1
A prova deste fato é igual a do cendario de fungoes simples no espaco euclidiano.

Seja s: X — R uma fungao simples. Entao, ja que s pode ser representada como

k

ZCZ' 1Ez

=1

onde os conjuntos mensuraveis {£; };cx) sao disjuntos, segue que

Zc 1g, e |s| = Zlcl‘lE

=1

Portanto, s™, s7, |s| sdo fungdes simples sem sinais.

A fungao s é dita absolutamente integravel se

/|s| dp < 0.

X
/sdu::/3+du—/3_du.
X X X

Seja f: X — [0, 00] uma fun¢do mensurdvel. Definimos

/fdp —sup{/ sdp:Oﬁsgf,sésimples}.

Nao é dificil ver que

Neste caso, definimos

/fd,u ::sup{/ sd,u:0§s§f,sésimpleseﬁnita},
X b's

e, de fato, outras restrigdes sobre s podem ser feitas, dependendo do contexto (por
exemplo, em R?, s pode ser escolhida com suporte compacto).

Seja f: X — R uma funcao mensuravel. Entao, como f ¢ o limite pontual de uma
sequéncia de fungoes simples, segue imediatamente que f, f~ e | f| também sao tais
limites, logo sao mensuraveis também.

Chamamos f de absolutamente integravel se

J1stdu< o
/deu:/Xfwu—/Xf-du.

Neste caso,

Teorema 12. (propriedades bdsicas da integral)
Sejam (X, B, u) um espago de medida e f,g: X — [0,00] (ou f,g: X — R) duas func¢oes
mensuraveis (ou, respectivamente, absolutamente integraveis). As sequintes valem:
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(1) (monotonicidade e equivaléncia)

Se f < g em pu-q.tp entdo/ fdu < / gdj.
X X

Se f =g em u-q.t.p entao / fdu :/ gdpu.
X X

(2) (linearidade)
/X(f+g)du=/xfdu+/ngu

cfdu=c du .
/X fdp /X fdp
(3) (divisibilidade)

Se E € B entao f 1g e f 1, sao mensurdveis e

/deu:/xflEdqu/XfIEcdu.

/Efdur—/XfIE
/deu—/Efdqu/chdu-

(4) (a desigualdade de Markov)
Se f: X — [0,00], para todo X\ > 0 tem-se

Denotado por

temos

pis =y < Ll

(5)
/le\ dp=0 sse f=0pu—qtp.

Se / |f| du < o0 entao |f| < oo p— q.t.p.
b

Demonstracao. O argumento é o mesmo que no caso da integral de Lebesgue. Desrevemos os
passos principais.
(1) O primeiro passo é estabelecer a monotonicidade da integral para fungoes simples. O
caso geral segue-se da definigao
A equivaléncia é uma consequéncia imediata da monotonicidade.

(2) De novo, o primeiro passo é provar linearidade da integral para fungoes simples.
O caso geral segue-se do teorema de convergéncia mondtona, que serd tratado na secao
seguinte.

(3) Produto de fungdes mensuraveis é mensurdvel, enquanto a fungao indicadora de um
conjunto mensuravel é mensuravel. Portanto, f1g e f1,c sao mensuraveis.
Como

f=11p + flg,
a divisibilidade segue da linearidade.
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(4) Como f > A1s>yy, a desigualdade de Markov é consequéncia da monotonicidade da,
integral:

/fduZ/Al{sz}duz)\u{fZA},
X X
Logo

uis 2oy < LS4

(5) Claramente

(740} = {If] >0} = U{m

v
S|
——

n>1
Pela desigualdade de Markov, para todo € > 0,
[fldp 0
plflzep < Ll 0
€ €
Logo p{|f] > 1} = 0 para todo n > 1. Concluimos que p{f # 0} = 0, ou seja, f =0
U-q.t.p.
Finalmente,
{Ifl =00} = ({Ifl = n}
n>1
Pela desigualdade de Markov, para todo n > 1,
|| dp
il =y < DL

pois [ |f] du < oo.

Como, evidentemente, a sequéncia de conjuntos {|f| > n}, ., ¢é nao crescente, pelo
teorema de convergéncia mondtona para conjuntos tem-se

pAlfl =00} = lim p{[f[>n} =0.

Dado um espago de medida (X, B, i), seja

LYX,B, ) = {f: X — R: f é mensurdvel e / lf| dp < oo}
X

o espago vetorial de fungoes absolutamente integraveis em X.

De fato, se f,g € LY(X,B, i), f + g é mensurdvel (pois f e g sdo mensurdveis) e como

If+al < |fl+19g],

/’f+9|dﬂ</]f|d,u~l—/|g|du<oo

logo f+ g€ LYX,B,u).

tem-se

Além disso, se f € LY(X,B, 1) e ¢c € R entao cf é mensurdvel e

Jtentaun = 1el [ 111 dn < o,
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entao cf € LY(X,B, ) .
Definimos o espaco L' por
LY X, B, ) == LYX,B, 1)/ ~
onde f ~ gse f =g em u-q.t.p.
Como pelo Teorema [12] (5), dada uma fungao f € LY(X, B, u),
/ |fl du=0sse f=0pu—q.t.p.
X

acontece que

1l = /X £l dy

é uma norma em L'(X, B, p).

Entao, (L'(X,B, ), ||I|l;) é um espago normado. Provaremos, no préximo capitulo que, na
verdade, é um espaco de Banach.

Outras notagoes comuns deste espaco sao L'(X), L'(du), L' (X, u) e ete.
Ademais, dado um nimero real 1 < p < o0,
Seja
LP(X,B, ) = {f: X — R: f é mensuravel e / IfIP du < oo},
modulo igualdade q.t.p. '
Munido com

T ( [ du)”,

(L” (X, B, 1), ||l p> também é um espaco normado. Essa afirmacao serd provada no préximo
capitulo. Entretanto, vamos estabelecer a desigualdade de Chebyshev para funcoes LP.

Teorema 13. (a desigualdade de Chebyshev) Sejam (X, B, i) um espago de medida, 1 < p < 0o
e fe LP(X,B,u). Entdo, para todo X\ > 0 temos

N{|f|2/\}§/\—

Demonstragao. Aplicamos a desigualdade de Markov & funcao |f|”.

17115
L

Primeiro, como f: X — R é mensurdvel e ¢: R — R, ¢(x) = |z|P é continua, segue que

po f=If

é mensuravel (e sem sinal).

Como
fl=Ae [fIF >,
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pela desigualdade de Markov,

I 2 3 =l 7 2 w0y < e Wy

AP

5. OS TEOREMAS DE CONVERGENCIA

Sejam (X, B, ;) um espago de medida, {f,},>1 uma sequéncia de fungdes mensuraveis sem
sinais e f uma outra funcao mensuravel sem sinal.
Suponha que
fo— f em q.t.p.

Questao. Quando podemos concluir que

Lh@%éﬁ@?

Ou seja, quando podemos trocar o limite com a integral?

lim ﬁ@;/hmﬁw.
X X n—oo

n—oo
Uma situagao especial, similar a da integral é apresentada na seguinte proposicao.

Proposicao 5 (convergéncia uniforme em um espa¢o de medida finita). Seja (X, B, ) um
espaco de medida finita, i.e, ;1(X) < co. Sejam { f,}n>1 uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis
sem sinais ou uma sequéncia de funcoes absolutamente integraveis e f uma outra funcgao real.

Se f, — [ uniformemente entao
/h%/ﬁ
b's X

Demonstracao. Exercicio. U

O resultado anterior vale sob uma hipdtese muito restritiva, a de convergéncia uniforme.
Procuramos tais resultados de convergéncia da integral sob hipdéteses sem mais gerais. Mas
antes de enunciar estes resultados, notamos que ha casos em que nao podemos trocar o limite
e a integral. Descrevemos trés exemplos simples mas tipicos de obstrugoes a essa propriedade,
a saber, exemplos de fungoes “bump” em movimento.

Exemplo 14. Considere o espago X = R munido com a medida ;1 = m, a medida de Lebesgue.
Seja fn = 1pne1) para todo n > 1.

n n+1

Entao f, — 0 em todo ponto, mas

Aﬁﬂmzndmn+H%=LA0:AO®L

pagina 14



MAT 2621 Medida e integracao 2025.2

Exemplo 15. Considere o espaco X = R munido com a medida ;4 = m de Lebesgue.
Para todo n > 1, seja f,, = %1[0,71].

A

1/2

173

Como |f,| < % — 0, temos que f,, — 0 uniformemente.
Por outro lado,

1
[ gwd =~ miio.n) =140 [ oam,
R n R
mostrando também que a hipétese u(X) < oo da Proposigao [5| é necesséria.
Exemplo 16. Considere o espago X = [0, 2] munido com a medida ; = m de Lebesgue restrita

ao intervalo [0,2]. Para todo n > 1, seja f, := nl[l 2].

A

172 1 2

Entao, f, — 0 em todo ponto, mas
1 2
fodm=nm| |— —||=1A0= Odm.
[0,2] non [0,2]

Teorema 17 (de convergéncia monétona). Seja (X, B, 1) um espaco de medida e seja { fn}n>1
uma sequéncia nao decrescente de fungoes mensurdveis sem sinais, i.e.

0<fi<fa<...

Entao,

lim fndp :/ lim f, du.
X X n—oo

n—oo
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Demonstracdo. A prova deste resultado é similar a do caso da integral de Lebesgue em R?. Ela
usa um argumento de tempos de parada para conseguir algum comportamento uniforme da
sequéncia { f, }n>1. Esbogamos o argumento abaixo.

Seja

f(x) := lim f,(z) =sup f.(x).
n—oo n>1

Entao, f é mensuravel.

Pela monotonicidade da integral, ja que f,, < f,+1 paratodon > 1, a sequéncia { / x Jn d,u}n>1

¢ nao decrescente, entao lim fndu existe e
n—oo X

lim fndué/fdu-

Resta provar a desigualdade aposta:
[ fan< i [ foda
X n—oo b'e

/ fdu= sup{/ sdu: 0 < s < f, sésimples e ﬁnita},
X X
basta provar que dada uma funcao simples e finita s tal que 0 < s < f, temos que
/ sdp < lim frndp.
X n—oo X
Seja € > 0 arbitrario. Entao é suficiente provar que

(1—6)/ sdu < lim [ f,dpu.
X X

n—o0

Como

Escrevemos

k
s = Z ¢ 1g,,
i=1
onde para todo i € [k], ¢; € (0,00) e E; € B sao conjuntos disjuntos.

Fixe j € [k]. Se x € E; entao s(x) = ¢;, logo
(1—¢€)c; =(1—¢)s(x) < f(z) =sup fn(z).

n>1
Portanto, existe n, € N tal que
(1) (1 —€)cj < fo,(2).
Definimos, para todo n > 1,
Ein={zx€E;j:(1—-¢€c; < falx)}.

Entao E;, ¢é mensurdvel (ja que f,, e £ sdo mensuraveis) e claramente, usando (1)) e a mono-
tonicidade da sequéncia {f, },>1, segue que

E;, /' E; quando n — oo.
Pelo teorema de convergéncia mondtona para conjuntos, segue que

w(Ejn) — n(E;) quando n — oo.
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Para todo n > 1 definimos
k

Sp 1= Z(l —e)cj1g,, .
j=1
Nao é dificil perceber que para todo x € X, tem-se

sn(x) < fulx).

Entao,
k

[ vz [ sadi =30 = 0 (),

j=1
Tomando o limite quando n — oo, segue que

lim fndu>z (1—€)cju(E)) = (1—6)/Sdp,,
X

n—o0

finalizando a prova do teorema. O

6. CONSEQUENCIAS DO TEOREMA DE CONVERGENCIA MONOTONA

Teorema 18 (de Tonelli). Seja {fn}n>1 uma sequéncia de fungoes mensurdveis f,: X —
0,00]. Entao a série Y -, fn € mensurdvel e

A;nw:génw

Demonstracao. Evidentemente, a sequéncia
Sp=fi+...+fn,n>1

de somas parciais satisfaz as hipéteses do Teorema de convergéncia monétona (ja que f,, > 0).
Portanto,

[ puia= [ Jim sudu= i %/u—£@<::/fww> §j/fmm
n=0

X
U

Lema 1 (de Borel-Cantelli). Seja (X, B, 1) um espago de medida e seja {E,: n > 1} C B uma
sequéncia de conjuntos mensurdveis. Suponha que

> WE

Entao, p-q.t.p. x € X pertence apenas a um numero finito de conjuntos E,, ou seja, para
w-q.t.p. v € X,
#{neN:izeE,} <.

Demonstracao. Para todo n > 1, seja 1, a fungao indicadora do conjunto mensuravel F,,.
Note que, dado z € X a série

(e.]

Z 1p,(z)

n=1

conta exatamente o nimero de conjuntos F, onde x pertence, ou seja,

ZlEn(x) =#{neN:zeE,}.
n=1

pagina 17



MAT 2621 Medida e integracao 2025.2

Pelo Teorema de Tonelli,

/}((nfglEn) d”:niO;/XlEnd”:iM(En)<oo.

Portanto, pelo Teorema 1 (5) da aula 22,

Z 1lp, < oo p-q.t.p.,

n=1
assim mostrando que
#{neNize E,} <

para p-q.t.p. x € X. [

Lema 2 (de Fatou). Sejam (X, B, i) um espaco de medida e { f,}n>1 uma sequéncia de fungoes
mensurdveis f,: X — [0,00| (uma sequéncia nao necessariamente mondtona). Entao,

n—oo

/liminf frndu < liminf/ fdu
X n—oo X

Demonstracao. Seja
g :=liminf g, = lim inf f;.
n—00 n—oo k>n
Para todo n > 1 denote por g, := infy>, fr. Entao g, é mensuravel e
gn /g quando n — oc.

Pelo teorema de convergéncia mondtona, temos que

/gndu%/gd/ub quando n — oo
b's X

Portanto,

/liminf fndp:/gd,u: lim/gndu

= lim inf frdpy < lim inf/ fedu
D'

n—oo [y k>n n—oo k>n

= lim inf / frdu,
X

n—o0 k>n

onde a desigualdade acima é valida por causa da monotonicidade da integral.
De fato,

]i€r>1f fn < fr paratodo k >n
entao
/ inf f,dy < / fr dp para todo k > n,
X kzn X
logo

/X;?gﬁf"d” < Igfl/xfkdu-
O
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Observacgao 8. A desigualdade no lema de Fatou pode ser estrita. Isso acontece por exemplo
com alguns tipos de sequéncias de fungoes bump em movimento.

Para todo n > 1, seja f, :=nlgi;: R =R
Entao f,, — 0 em todo ponto e

/lim inffnd,u:/Od,u:O<1: lim/fndu.

Um outro exemplo é a sequéncia

1
fn = —l[gm]: R—R
n

de fungoes bump baixas e longas (em vez de altas e curtas).

Temos que f, — 0 uniformimente, enquanto [ f, =1—1>0= [0.

Observacao 9. A condigao f,, > 0 no lema de Fatou (ou, pelo menos, uma outra cota inferior
apropriada) é necessdria.

Por exemplo, consideremos, para todo n > 1,
1
fni=—— 120 R — R,
n

temos que f,, — 0 uniformimente, logo
/ lim inf f, du :/Odu =0,
R n—oo R

/fndp:—1—>—1<0,
R

enquanto

logo
/ lim inf f,, dp > lim inf/ fndp.
R n—oo n—oo R
Teorema 19 (de convergéncia dominada). Sejam (X, B, 1) um espago de medida, { f,}n>1 uma
sequéncia de funcoes mensurdveis, fr,: X — R, e f: X — R uma outra funcao tal que

fn— f empu—q.tp.
Suponha que exista g € LY(X, B, ) tal que | f,| < g para todo p1— q.t.p. e para todon > 1 (ou
seja, suponha que a sequéncia { f, }n<1 seja dominada por uma funcgao absolutamente integrdvel).

Entao, f € LY(X,B, ) e
[ fadn = [ san
X X

Demonstra¢ao. Como f, — f e |f| < g u—q.t.p. para todo n > 1, seque que |f| < g p— q.t.p.

Logo,
/Ifldu < /gdu < 00,
X X
mostrando que f € L'(X, B, ).

Como | f,| < g p— gq.t.p., temos que

—9<fon<gp—qtp,

entao
{fn +9>0 p—qtp.
g—fn=20 p—qtp.
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Portanto, podemos aplicar o lema de Fatou é aplicével as sequéncias { f,+g}n>1 € {g— fu}n>1-

. / liminf(f, + g) dp < liminf/ (fn +g)dp.
X e¢] n—oo X

n—

Como
/liminf(fn+g)du:/ liminffndu—l—/ g,
x 7m0 x n—on X

liminf/(fn—I—g)d,u:liminf/ fnd,u—i-/gdu

n—o0

e / gdu € R, segue que
X

(2) / liminf f, du < liminf/ fndp.
X > Jx

n—oo n—

n—oo

. / liminf(g — f,) du < liminf/ (g — fn)dp.

Como

/liminf(g—fn)du :/gdu—l—/liminf(—fn)d,u :/gd,u—/limsupfndu,

liminf/(g—fn)du = / gdu + liminf/(—fn)d,u = /gd,u — limsup/ fndp,

segue que

(3) / lim sup f, dy > lim sup/ fndpt.
X n—oo X

n—oo

Combinando e (3), tem-se
/ fd,u:/liminffnd,u < liminf/ fndu
< limSUP/ Jndp < /limsupfndu = / fdp,
X X X

n—oo n—o0

logo lim / fndp existe e é igual a / fdpu. O
Corolario 1. Dada uma sequéncia de fungées mensuréaveis {f,: X — R},>; tal que f, — f
em ji-q.t.p. e |fn| < g para todo n > 1 e para alguma fungao g € L'(X), segue que

fn— fem L',

Demonstragdo. Como |f,| < gege L'(X), tem-se

/ | fal dp < /gdu<oo,
X X
logo f, € LY(X).

Ja que f, — f em u-q.t.p.,
[fn = fl =0 pqtp.
Além disso,
[fo = I < Ul + 11 < g+ [f] B—qtp.
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Jawifan = [ g [ 151dn <oc,

portanto g + |f] € L*(X).

Pelo teorema de convergéncia dominada aplicada a sequéncia {|f, — f|}n>1, segue que

IIfn—flllz/X!fn—fldu%/XOdMIO,

mostrando que f, — f com respeito a norma um (a norma L').

0
Exercicio 2. Calcule
! 1
lim nz? sen (—) dz.
n—oo J nxT
Solugdo. Para todo n > 1, definimos f,: [0,1] — R por
nr?sen (L) sex#0
0 se x = 0.
Entao f,, é continua em [0, 1], logo é Rieman e Lebesgue integravel em [0, 1]. Além disso,
1
/ folz)de = fndm.
0 [0,1]
Se x # 0, entao
sen (=)
o) = —F" -2 = 1-2 = 2 quando n — c0.
Seja f:]0,1] = R, f(z) = z.
Note que f € L'([0,1],m), pois
! 1
/ |f\dm—/xd:c——<oo.
[0,1] 0 2
Além disso, j& que |*t| < 1 para todo t # 0, temos que | f,(z)| < x para todo z # 0 .
Entao o teorema de convergéncia dominada é aplicavel e temos que
! 1
/ falz)de = fodm — rdm = —.
0 0.1 0.1 2
0]
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7. MODOS DE CONVERGENCIA

Dados um espago de medida (X, B, ), uma sequéncia de fungdes mensurdveis {f,: X —
R},>1 e uma outra funcdo mensuravel f: X — R, {f,}n>1 pode convergir para f de maneiras
diferentes.

(1) Convergéncia pontual

(a) em todo ponto
fn(x) — f(x) para todo = € X.
(b) em q.t.p.: existe W€ € B,
p(We) =0

t.q.
fo(z) = f(x) se x € W€,

(2) Convergéncia uniforme

(¢) no espaco inteiro: se Ve > 0 3N,
t.q. |fu(x) — f(z)| <e Vo e X paran > N..

A ser continuado.
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