MAT 2621 Medida e integracao 2025.2

LISTA 3: FUNCOES MENSURAVEIS A LEBESGUE

Exercicio 1. Prove que o produto de duas fungoes simples também é simples. Depois
prove que o produto de duas fungdes mensurdveis (2 Lebesgue) é também mensuravel.

Exercicio 2. Seja f: R? — R uma funcao mensurdvel que mora numa caixa. Prove que
para todo € > 0 existem duas funcdes simples s,0: R? — R, que moram na mesma caixa
e tais que

s<f<o e /(U—S)<e.

Exercicio 3. Prove que se f: [a,b] — R é uma funcao limitada e continua em quase todo
ponto, entao f é Lebesgue mensuravel.

Exercicio 4. Seja f: R? — R uma funcdo mensuravel e seja ¢: R — R uma funcao
continua. Prove que ¢ o f é mensuravel.

Exercicio 5. Seja f: RY — [0, 00) uma funcio mensurdvel e seja ¢: [0,00) — [0, 00) uma
funcao nao decrescente. Prove que ¢ o f é mensuravel e para todo A > 0, a seguinte
desigualdade ¢é valida:

1
m{fZA}SW/¢Of~

Exercicio 6. Prove que se a sequéncia de fun¢oes mensuraveis { f,, },>1 converge a funcao
f em quase todo ponto, entao o limite f também ¢é mensuravel.

Exercicio 7. Seja f: [a,00) — [0, 00) uma fun¢ao localmente Riemann integravel (ou seja,
Riemann integrével em cada intervalo [a, b], onde b > a). Suponha que a integral imprépria
faoo f(z) dx converge. Prove que f é Lebesgue integréavel e

z)dm(x) = - z)dx .
) dm(z) /af()
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Exercicio 8. Enuncie e prove um resultado andlogo ao resultado do exercicio anterior,
para integrais impréprias num intervalo finito. Use esse resultado para provar que a funcao

log |z| € L' ([-1,1]) .

Exercicio 9. Seja f: RY — [0, 00) uma funcao mensurdvel. Prove que

grafico (f) :=={(z,y): 2 €R? e y = f(2)}

¢ um conjunto negligencidvel em R+,
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