MAT2833 - TOPICOS DE ANALISE REAL

1 Objetivo do curso

A disciplina tem por objetivo familiarizar os estudantes com tépicos mais avangados de
teoria da medida, que ndo sdo normalmente lecionados em um curso de medida e
integracéo de um semestre.

Listamos alguns de tais tépicos: medidas de Radon e o teorema de Riesz-Markov; a
métrica de Wasserstein no espaco de probabilidades; esperanca condicional e
martingales; a fungdo maximal de Hardy-Littlewood e o teorema de diferenciagcéo de
Lebesgue; diferenciabilidade de fun¢des absolutamente continuas; o teorema ergddico;
medida e dimensdo de Hausdorff; a formula da area e da co-area; medida de Haar.

O curso sera util para alunos que estejam se especializando em analise e EDP, teoria
ergodica e até mesmo teoria das probabilidades, além de ser um curso de cultura geral
e, portanto, interessante para qualquer aluno de pds graduagédo com suficiente
maturidade matematica.

L Pré-requisitos

Medida e integracgao.
Algum conhecimento prévio de analise funcional e de teoria das probabilidades também
seria util.

[ Professor

Silvius Klein
silviusk [arroba] mat [ponto] puc-rio [ponto] br

1 Aulas

Segundas e quartas das 17h as 19h, via Zoom.

L Avaliacao

Listas de exercicios.
Apresentacao de um seminario.
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[ Ementa do curso

1. O teorema de representagao de Riesz-Markov
1.1.  Espacos de Hausdorff localmente compactos
1.2.  Medidas de Radon
1.3. O teorema de Riesz-Markov
1.4. Convergéncia fraca

[Evans] Cap. 1.8 e 1.9, [Halmos] Cap. X

2. O espacgo de medidas de probabilidades
2.1. Atopologia fraca*
2.2. Teorema Portmanteau
2.3. A metrizabilidade da topologia fraca* (métrica de Levy-Prohorov)
2.4. Adistancia de Wasserstein e suas propriedades

[Viana] Cap. 2, [Villani] Cap 1.6



Elementos de teoria das probabilidades
3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

Indepedéncia

Somas de variaveis independentes

Tempos de parada

Esperancga condicionada

Martingales, o teorema de convergéncia de Doob

[Schlag] Cap. 5, [Halmos] Cap. IX

4.5.

O teorema fundamental do calculo (parte 1) para a integral de Lebesgue
41.
4.2.
4.3.
4.4,

O lema da cobertura de Vitali

A fungado maximal de Hardy-Littlewood

O teorema de diferenciagao de Lebesgue

Pontos de densidade de Lebesgue; conjunto de Lebesgue de uma funcéo
localmente integravel

Aproximacéao da identidade

[Stein] Cap. 3.1 e 3.2

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.

O teorema fundamental do calculo (parte 2) para a integral de Lebesgue

Fungdes de variagao limitada

O lema do sol nascente

Diferenciabilidade de fungbes absolutamente continuas
Comprimento de curvas retificaveis

[Stein] Cap. 3.3 e 4, [Tao] Cap. 1.6

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.

O teorema ergddico (via fungdes maximais)

Transformacgdes que preservam medida, médias temporais
O teorema ergddico médio

O teorema ergddico maximal

O teorema ergddico de Birkhoff

Medidas ergddicas

[Stein] Cap. 6.5



7. Medida e dimensdo de Hausdorff
7.1. Medida de Hausdorff
7.2. Dimensao de Hausdorff; exemplos; auto similaridade

7.3. Formula da area e da co-area

[Stein] Cap. 7.1 e 7.2, [Evans] Cap. 3

8. Medida de Haar* (sujeito a disponibilidade de tempo)
8.1. Existéncia da medida de Haar
8.2. Unicidade da medida de Haar

8.3. Regularidade da medida de Haar

[Halmos], Cap. XI, Xl



